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第 一 章 ” 有 关 直 线形 的 试题 
DIYIZHANG YOUCUAN ZHIXIANXING DE SHIT! 


第 一 章 。 有关 直线 形 的 试题 


CD 设 和 全 4BC 的 三 边 长 分 别 为 4B = c,BC = a,C4 = b.a, 
b,c 互 不 相等 ,4D,BE, CF 分 别 为 A4BC 的 三 条 内 角 平 分 
线 , 且 DE = DF. 证 明 : 

b c 


a= 


bre eratarb’ 
(2) Z BAC > 9%F. 
(2003 年 中 国 女子 数学 奥林匹克 ) 


证 明 (1) 如 图 1, 由 正弦 定理 得 
sinL4FD _ AD _ AD _ sin LAED 
sin Z FAD ` FD 7 ED ` sin Z DAE 
MJ sin ZAFD = sin ZAED 
故人 A4FD = LAED, 5$ Z AFD + Z AED = 180.3 Z AFD = 
LAED, W 


AADF O AADE,AF = AE 

于 是 AAIF Q AAIE, LAFI = LAEI 
从 而 ,和 4FC 纪 人 4EB. 故 4C = AB. F. FVA, AFD + 
ZAED = 18FP,A,F,D,E 四 点 共 圆 . 于 是 ,DEC = 人 DFA > 


ABC. 
在 C4 的 延长 线 上 取 一 点 已 ,使 得 人 DPC = 人 4BC, 则 
PC = PE + CE ° 
H BFD = ZPED,FD = ED ,f8 ABFD 8 À PED. kk 
ac 
PE = BF = es 
PC _ CD 
X APCD ABCA, Nigg = c TE 
ba 1 a? 
人 © 
ab 
CE = — @ 
a? ac ab 
由 四 ,@, 四 得 +c a+btc+a 
a b c 


所 以 


b+c c+a a+b 
(2) 由 (1) 的 结论 有 
a(a+b)(a +c) = b(b+a)(b+c)+e(c+a)(c +b) 
aX (a +b + c) = b(a + b + c) + (a + b + c) + abc > 
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b (a +b +c)+ 2(a +b +c) 
因为 a? > b? + c. LA BAC > 9. 


© 证 明 : 若 凸 四 边 形 ABCD 内 任意 一 点 P 到 边 4B, BC, CD， 


DA 的 距离 之 和 为 定 值 , 则 ABCD 是 平行 四 边 形 . 
(2003 年 中 国 西部 数学 奥林匹克 ) 


证 明 ”如 图 2, 用 记号 d(P,1) 表示 点 了 到 直线 1 的 距离 . 先 
证 一 个 引 理 : 设 和 S47T = a 是 一 个 定 角 , 则 和 S47 内 一 动 点 P 到 两 
边 48,47 的 距离 之 和 为 常数 m 的 轨迹 是 线段 BC, 其 中 AB = 


AC = n EA P fE A ABC 内 , 则 点 P 到 两 边 45,AT 的 距离 之 
和 小 于 m; FA PE OABC 外 , 则 点 已 到 两 边 4 ,47 的 距离 之 和 
大 于 等 于 m. 

引 理 的 证 明 : 事 实 上 ,由 Sams + Septc = Sac A 

d(P,AB) + d(P,4C) = m 
如 图 2, 若 点 0 在 人 4BC 内 ,由 SeaoB + Sage < Sangc, 得 
d(Q,AB)+ d(Q,AC) < m 
若 点 Q 在 人 4BC 9h, Sage + Sage > Samci 
d(Q,AB) + d(Q,AC) > m 

下 面 回 到 原 题 . 

1) 车 四 边 形 ABCD 的 两 组 对 边 都 不 平行 ,不 妨 设 BC 与 4D H 
ZFA F, BA 与 CD 相交 于 点 E. 过 点 P 分 别 作 线段 11,1,, 使 得 L1 上 
的 任意 一 点 到 AB, CD 的 距离 之 和 为 常数 ,1, 上 的 任意 一 点 到 BC ,AD 
的 距离 之 和 为 常数 ,如 图 3 所 示 . 则 对 于 区 域 S 内 任意 一 点 0, 有 

d(P,AB) + d(P,BC) + d(P,CD) + d(P,DA) = 
d(Q,AB) + d(Q,BC) + d(0,CD) + d(Q,DA) = 

[d(Q,4B) + 4(Q,CD)] + [d(Q,BC) + d(Q,DA)] > 

[d(P,AB) + d(P,CD)] + [d(P,BC) + d(P,DA)] 
矛盾 . 
2) 若 四 边 形 ABCD 是 梯形 ,也 可 推 得 矛盾 . 


G BA A ABC 的 外 接 圆 半径 为 R. 若 


a*cosat+b*cosB+e:cosy _a+b+c 
asinB+b sny+c'sina ~ 9R 


其 中 ,a,6,c 为 人 4BC 的 三 边 长 ,a,B,7y 分 别 为 ZA, LB, 
ZC 的 角度 数 , 求 a,B,7 的 值 . 
(2002 ~ 2003 年 向 和 牙 利 数学 奥林匹克 ) 


解 如 图 4, 有 
9R(a > cos a + b- cos Ë + c ° cos y) = 
18(SAhao + SA4ao + Sanco) = 18SAuac 
另 一 方面 ,由 切 比 雪夫 (Chebyshev) 不 等 式 有 
(a +b + c)(a *sin 8 + b - sn7y+c'sina)> 
3(ab + sin Y + bc ° sin a + ca * sin 8) = 18854480 
等 号 成 立 等 价 于 
a:b:c=b-siny:c'sina:a sing 
又 因为 ab - sin Y = ca * sin Ë = bc ° sin a 
所 以 a = b = c, 故 a = B = y = 6P. 


GD 由 小 三 角形 H, H, H, 拼 成 三 角形 五 ,它们 的 内 切 贺 


EBRIA rror Mr, WER: r g rtro H Ta 
(2002 ~ 2003 年 向 牙 利 数学 奥林匹克 ) 


证 明 ”如 图 5, 对 任意 一 个 小 角形 H(i = 1,2,…,n), 它 的 半 
MK p; 小 于 等 于 人 ABC 的 半 周 长 p, 则 由 面积 关系 式 
Pr = Saase = Su, + Sa, + "+ Sg, = 
Diri + P2r2 + + Parn S POr + r++ ra) 
就 有 r < n + r2 + °° + r, 


G 已 知人 4BC ,由 顶点 4 分 别 向 全 B fü Z C 的 平分 线 引 垂 
REEDA A 和 42. 同 理 ,定义 Bi, B, 和 Ci, C2. WEH: 


2(A,A + BiBy + C1C2) = AB + BC + CA. 
(2002 ~ 2003 年 多 牙 利 数学 奥林匹克 ) 


证 明 ”如 图 6, 易 知 入 B,C 的 平分 线 的 交点 为 内 心 1, 过 点 
7 分 别 作 4B ,4C, BC 的 垂 线 交 三 边 于 FF,E,D. 
因为 442C = 人 4418 = 90P, 所 以 ,4,42,7,41 四 点 共 圆 ， 
H Al 为 此 圆 的 直径 .由 弦 角 关系 ,有 
424 = Al ° sin ZAA) 


因为 ZAA = 180 - (全 48C , AGB) =% + <ç 


所 以 AA) = AI- cos BAC = 4F 
2424; = AF + AE 
同 理 2B,B, = BD + BF,2CiC; = CD + CE 


因此 2(4i4z + BIB; + C1C2) = AB + BC + CA 
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图 4 


C 
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© 平面 上 的 点 集 HIERN, WMR 右 中 任意 3 个 点 都 存 
在 一 条 对 称 轴 , 使 得 这 3 个 点 关于 这 条 对 称 轴 对 称 .证 明 : 
(1) 一 个 好 的 集合 不 一 定 是 轴 对 称 的 ; 


(2) 如 果 一 个 好 的 集合 中 恰 有 2 003 个 点 , 则 这 2 003 个 
点 在 一 条 直线 上 . 
(2002 ~ 2003 年 多 牙 利 数学 奥林匹克 ) 


证 明 (1) 如 图 7, 公 4ABC, 公 ADC, 公 BCD 均 为 等 腰 三 角形 ， 
4,B,D 也 共 线 .所 以 ,任意 三 个 点 皆 有 一 条 对 称 轴 . 故 它 是 一 个 
好 的 集合 .但 是 4,8,C,D 不 是 轴 对 称 的 . 

(2) 反 证 法 .假设 结论 不 成 立 . 于 是 ,不 可 能 有 集合 中 的 6 个 
点 共 线 .否则 ,在 这 条 直线 外 必 有 1 个 属于 集合 的 点 K, EA KYE 
此 直线 的 垂 线 , 则 此 直线 上 必 有 至 少 3 个 点 在 这 条 垂 线 的 同 侧 , 记 
为 4,B,C( 图 8). 


因为 和 KCB, 人 KBA > ,所 以 ,4AC > BC. 

HT K,C,B 有 对 称 轴 , 则 BC = CK. 

同 理 ,4C = CK, 了 矛盾 . 故 不 可 能 有 集合 中 的 6 个 点 共 线 . 

不 妨 设 4,B 为 这 个 集合 中 距离 最 短 的 两 个 点 (图 9). 则 其 余 
2 001 个 点 有 以 下 4 种 情况 : 

1) 在 线段 AB PERLE; 

2) 在 AB 所 在 直线 上 ; 

3) 在 以 4 为 圆心 ,4B 长 为 半径 的 圆 上 ; 

4) 在 以 B 为 圆心 ,48B KAF BHAE. 

由 前 面 的 证 明 可 知 ,1) ,2) 两 种 情况 点 的 总 数 不 超 过 10 个 .又 
因为 48 的 距离 最 小 ,所 以 ,3) ,4) 两 种 情况 点 的 总 数 不 超过 10 个 . 

故 10+ 10+2<2003. 矛 盾 . 

因此 ,结论 成 立 . 


CD) 设 H 是 锐角 公 4BC 的 高 线 CP 上 的 任 一 点 ,直线 AH, BH 
分 别 交 BC,4C 于 点 M,N. 
(1) 证 明 :和 NPC = 人 MPC; 


(2) 设 0 是 MN 与 CP 的 交点 ,一 条 通过 0 的 任意 的 直线 
交 四 边 形 CNHM 的 边 于 D,E 两 点 .证 明 :和 EPC = Z DPC. 
(2003 年 保加利亚 数学 奥 宁 匹克) 


证 明 (1) ië XNPC = 9g1, 人 MPC = p. WJ 


图 9 
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Sanc CN _ CP- PN sing, CP: sin g) 


Sanps T AN ` AP : PN © cosp, ~ AP > cos pi 


所 以 tan 91 = e ` za 
同 理 tan 2 = g ` A 
于 是 ,tan p; = tan p 等 价 于 
CNAP, BM] 
AN ` BP ` CM 7 
TE A ABC 中 ,利用 塞 瓦 (Ceva) 定理 , 取 直 线 AM , BN , CP 就 可 
得 到 上 式 . 
(2) ië ZNPC = ZMPC = gç. 
欲 证 结论 ,只 须 证 明 
sin(g — x) _ sin( g — 
sin x sin y 
其 中 ,x = ZEPO, y = DPO. 
事实 上 ,后 者 等 价 于 
sin g * cos x — cos p sinx _ sin @ * cos y — cos g ° sin y 
sin x rà sin y 


cot x = cot yx = y 
BÆ E € NH,D € CM. W 


因此 
sin(g@ - x NE ,PH 
sinx = EH NP ° 
同 理 可 得 
sin(g — DM .CP 
siny = CD ` PM ° 
AA O 和 @ 只 须 证 明 
NE , CD , PH , MO =1 @ 
EH `DM ` CP ` NO `" 
PM _ MO 
因为 PO 是 A NPM 的 角 平 分 线 , 即 py = NO .又 因为 


CD _ Saco _ CO : sin $ 
DM = Sano = OM ` sin 


其 中 ,8 = 人 MOD,y = 人 EOP. 于 是 , 式 @ 可 简化 为 


OC PH _ 
OH ` PC 7 


分 别 对 A BHC 和 直线 MN, 公 CHM 和 直线 4B, 信 BENM 和 直线 | 
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AC 应 用 梅 涅 劳 斯 定理 ,可 得 


BN. HO CM 1 
NH OC MB 


三 式 相 乘 得 oc, PH ,| 


© P E AABC 内 的 一 点 ,直线 AC, BP 相交 于 Q ,直线 AB, 


CP 相交 于 R. 已 知 AR = RB = CP,CO = PQ. 求 人 BRC. 
(2003 年 日 本 数学 奥林匹克 ) 


解 ” 如 图 10, 设 5 是 线段 CR 上 的 点 , 且 使 得 RS = CP. 因 为 
CQ = PQ, 所 以 
LACS = LQPC = LBPR 
因为 RS = CP, 所 以 
SC = CR - RS = CR - CP = RP 
考虑 AABO 与 直线 CR, 由 梅 涅 劳 斯 定理 有 


又 因为 AR = RB,CQ = Powe = 1. 所 以 ,4C = BP. 因 
此 ,4CS 纪 和 全 BPR. 故 4S = BR. 

由 RS = CP 和 已 知 有 4S = AR = RS. Wit, ZARS = 60. 故 
LBRC = 120. 


O 在 锐角 公 4BC 中 ,点 A, B #|XF3 3550 803 E 4y 9128 H, 
Hi. LA, LB 的 平分 线 分 别 交 对 边 于 点 Wa, W,. WEI A ABC 


WAD ERB HH, 上 当 且 仅 当 外 心 0 fE W.W, E. 
(2002 ~ 2003 年 德国 数学 奥林匹克 ) 


证 明 ” 先 给 出 一 个 熟知 的 引 理 : 任 一 锐角 三 角形 相似 于 两 
条 高 线 的 垂 足 与 第 三 个 顶点 构成 的 三 角形 . 
如 图 11, 要 证 原 结论 ,只 须 证 


a) 2) 
LE Bies y = — + b 


a+b+c 


6) 
cos y = cos a + cos f0 € WW 


其 中 ,a,B,Y 38 AABC 的 三 个 内 角 . 


图 11 
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DIYIZHANG YOUGUAN ZHIXIANXING DE SHITI 


注 :(1) Æ ABAC 中 ,CH， = a > cos y. 
同 理 , CH。= b + cos y. 
由 引 理 知 ,全 HC co A ABC. WJ 


CH, _ a ` cos Y 

CB = a = e Y 

因此 Sange = Saane * cos? y 
由 角 平 分 线 定理 有 


TE RJH,=> SAacun, = Sacag + Sacem 
Saawgc cos27y = Ñ ra = cos y + Y rb ` cos re 
Tr(a + b + c)co y = rla + b)cos ye> 


a+b 
a+b+c 
(2) a = b » cos Y + c ° cos ,b = a * cos Y + c * cos a. 
(3) 如 图 12,# A 0M,C 中 ,Mi0 = R : cos $. 
同 理 , M,0 = R ` cos a,M.O = R : cos y. 所 以 
0 € W,W,= Sacy, = Sawo + Sacow 


cos y = 


D.R. 
2(a + c) R eos P + 


GO 在 口 48CD 中 ,M,N 分 别 在 4B,BC 上 , 且 M,N 不 与 端 
点 重合 , AM = NC. 设 AN 与 CM 交 于 点 Q. 证 明 : DQ 平分 
ZADC. 


(2002 ~ 2003 年 德国 数学 奥林匹克 ) 


证 明 ”如 图 13, 有 
Saage = Samc - See = Sacra - Saco 
WTA Q BIAB, BC, CD, DA 的 距离 分 别 为 h。, hi, he, ha. 从 而 


Up 
7 AM(h, + he) -ZAM je = 
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T CN(h + ha) -二 CN - he AM "hh = ECN - ha 
H AM = CN #0 知 ,h。 = ha, B Q E ZADC 的 平分 线 上 . 


QD 对 于 任意 三 角形 都 有 两 条 边 的 边 长 之 差 不 超 过 这 个 三 


角形 周 长 的 六 分 之 一 .请 判断 此 命题 是 否 成 立 . 
(阿拉 尼 。 丹尼尔 竞赛 ) 


证 明 ”假设 命题 不 成 立 . 
不 妨 设 不 满足 结论 的 三 角形 三 边 长 为 a,8b,c, 且 a > b > c， 
则 大 边 与 小 边 差 均 大 于 三 角形 周 长 的 六 分 之 一 ,于 是 有 


Cob be 
6 


a+b+c atb+te 
b> c+ 6 > 3 


a+b+c atb+te 
a>b+ 6 > 2 


所 以 ,ae+b+e>a+b+c. 矛 盾 . 
因此 ,命题 成 立 . 


CD 已 知 公 4BC, 且 边 AC, BC 中 点 的 连 线 为 I., 人 全 4, 人 B 的 
平分 线 分 别 交 直 线 1. 于 M,N. 同 理 ,在 直线 L 上 定义 K,L; 在 
直线 1, 上 定义 P,Q. 证 明 : 
2(MN + KL + PQ) = AB + BC + CA 
(阿拉 尼 。 丹尼尔 竞赛 ) 


证 明 ”如 图 14, 有 
< w, PT 3 eg 3 
QE = BE = 3,PF = CF = 2,EF = 2 
所 以 PQ = QE + PF - EF = e= 
a+b-c a+c-b 
pEi MN = = 
因此 2(MN + KL + PQ) = AB + BC + CA 


QB 如 图 15, 已 知 锐角 公 ABC 的 三 边 BC, CA , AB 的 中 点 分 别 
为 Ai, Bi, Ci. 分 别 由 A1, Bi, Ci É] OABC 的 另外 两 条 边 作 垂 


线 ， 相应 的 交点 分 别 为 A.B, C,. 证 明 : 六 边 形 
A1C2B142C1B, 的 面积 等 于 A ABC 面积 的 一 半 . 
(2003 年 德国 教学 奥林匹克 ) 


图 14 


证 明 ”如 图 16, 联 结 4 Bi ,BiCi, Cl4i, 作 AAB C 的 三 条 


È A143, B. Bs, Ci C3. I AAB, Ci 的 垂 心 为 H. 


因为 BIH | AC,C,A; | AC,WJ B,H // CA2. 


同 理 , C1H // B14h2. 


所 以 , B142C1H 是 平行 四 边 形 .从 而 Sana, = Sasca 
同 理 Saage, = Sasco Saage = Saagu Aie 


1 
SAAHA, CBAC, B, = 2Saa,B,c, = 2 SABc 


AD 在 一 条 直线 上 按 4,B,C 的 次 序 排列 着 三 个 点 , 且 AB = 
8,4C = 18. D 为 直线 外 一 点 , 且 DA | 4B. 求 AD $ F£ 


时 ,一 BDC 有 最 大 值 ? 
(2003 年 新 加 坡 数学 奥林匹克 ) 


解 ” 如 图 17, 设 4D = x. 4 AADC 中 ,tan Z1 = gon 2 ù 


= 
jg 于 是 可 得 


= _tan 人 1-tan 人 2 _ 
tana = tan(<1 - £2) = Ta an Zl + = 
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图 17 
£. 3 
8 18 _ _10 10 5 
= 14 12 
1 + 二 x i = * 2V144 
因此 , 当 x = 12 时 ,tan a ARAI BI a 有 最 大 值 artan 5. 
Q 已 知 梯形 4BCD ,4B / CD. 若 高 为 2,4B = 2,CD = 4, 且 
AB 的 中 点 为 M. 当 边 CD 上 的 点 NN 移动 时 , 求 AANB 和 
全 DMC 公共 部 分 的 面积 的 最 大 值 . 
(2003 年 新 加 坡 数学 奥林匹克 ) 
解 ” 如 图 18, 设 
AN N DM = E,MC () BN = F,DN = x A M B 
W Smumussr = Samen + Samen = YV N/ 
EN. ç EN g ug 
AN ` "248 + BN Sas: 
lt ž%l=2- D x N -x C 
1 l 6 | 图 18 
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a= 85 
2+ 2P9<2- 
3 x = 2 时 ,上 式 等 号 成 立 . 


(BS 已 知 一 个 角 的 一 条 边 上 有 1 001 个 不 同 的 点 40,41,…， 
4iom, 另 一 条 边 上 也 有 1 001 个 不 同 的 点 Bo, B1,…, Biom, 且 


满足 
AoA = Aihs = … = As%A1ao 
BoB, = BiB = … = BesBi ao 


车 四 边 形 Ao A) B, Bo 和 四 边 形 AAB; B, 的 面积 分 别 为 5 


和 7, 求 四 边 形 Aso Ai oo Bi oo Bo 的 面积 . 
(2003 年 白俄罗斯 数学 奥林匹克 ) 


W ”如 图 19, 设 四 边 形 A. ABB... 的 面积 为 Sek = 1, 


2，…1 000. 
由 于 


1 
SAB, A.B... aki SAB, hi a8 


1 
Sahabi S Sah, Bh 


1 
SAB.A.B. t San B. A = 3 C Ski + S + S.) 
SAh Bita = Sahabat San AB = SABAS, 


则 


因为 A. 
所 以 Skai + S + S. = (SAB Bi + SA4 BA) + 
(Sa Aabi * Sanna A) k: 


(Sag, ag, + SAqBB,.,) = 


TOS + S+ Sa) + 


20Se4 B, 4, * SaABA..,) a 


tse + S + S.) + 2Sk 


于 是 S= (Set + Sa) 
故 Sis 52，,…, Si oo 是 等 差 数 列 . 


因为 公差 为 5; - S, = 7- 5 = 2, 所 以 
Sion = Sı + 999(S, - Si) = 5 + 999 x 2 = 2 003 


第 一 章 有 关 直 线形 的 试题 


DIYIZHANG YOUGUAN ZHIXIANXING DE SHIT! 


CD 已 知 圆 内 接 四 边 形 ABCD 满足 AB = BC = AD + CD, 


< BAD = a ,AC = d. 求 A ABC 的 面积 . 
(2003 年 白俄罗斯 数学 奥林匹克 ) 


解 ” 设 M 是 4D 延长 线 上 的 点 , 且 满 足 DM = DC, Xi 
AD =x,CD = y,AB = z.B} Z CDM = 人 4BC, 所 以 ,人 DCH o 
ABAC. 


k= D _ y M 


AB © z 
CM = k+ AC = kd,Sacp = É * Sangc 
Sacow = 73y ` Saam = T ` San = k + Sasu 


由 于 DCM = Z BCA ,所 以 
Z ACM = 人 BCD = iW -a 


故 A ° Sapo = š k * Saroe = 


AC CM sin ZACM = 


-Fd kd- sin(180—a) = $d- sin a 


=) xe le 


B #= f fk i W 004 Rm #L WKENE F 
生 的 ”证明 :对 于 给 定 的 三 角形 ,存在 “ 挛 生 的 ”矩形 ,该 矩形 
不 是 正方 形 , 且 较 长 的 边 与 较 短 的 边 之 比 至 少 为 1 - 1 + 


¿AQ -2), 其 中 X= 5, 
(2003 年 白俄罗斯 数学 奥林匹克 ) 


证 明 ” 设 矩 形 的 边 长 分 别 为 x,y, 三 角形 的 半 周 长 为 p, 面 
积 为 5. 则 这 个 三 角形 和 和 矩形 是 “ 挛 生 的 ”充分 必要 条 件 是 
x+y=p 
L. ° 
方程 组 D 有 实 根 的 充分 必要 条 件 是 P > 4S. 
由 p 和 5 是 正 数 可 知 这 两 个 根 均 为 正 根 .因为 
pP (aty? t +2y z Y .2 
“TS xy kz xy ~ 部 二 
BŽ = 1, 则 有 
* 


Pp- [2-2]: 1 
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易 知 该 方程 有 实数 根 的 充分 必要 条 件 是 p > 45. 于 是 ,矩形 
与 三 角形 是 * 挛 生 的 ”充分 必要 条 件 是 矩形 边 的 较 大 的 比 为 


2 1 2 
-È Pana 
t=557 l+ 25057? 


其 中 ,p? > 45. 


B a,b, 是 三 角形 的 三 边 长 ,由 均值 不 等 式 和 海伦 公式 ,有 | 


p _(p-a)+(p-b)+(p-c¢) 
Eas 3 


Ya Dp 4È 
KAÉ > 3 5, 且 三 角形 为 正三 角形 时 ,等 号 成 立 . 故 易 向 
E 的 变化 区 域 为 [3V3，+ =). 
Ë = 4. 则 这 个 短 形 与 三 角形 是 “ 杰 生 的 "充分 必要 条 件 是 
矩形 边 的 较 大 的 比 为 - 1 + VX 可, 其 中 > Ë, 


因为 对 于 > 3343 ,函数 ， = a - 1+ VIOD) 是 单调 增加 
的 .于 是 ,可 得 矩形 与 三 角形 是 “ 李 生 的 ” 充分 必要 条 件 是 矩形 边 的 


较 大 的 比 大 于 等 于 A - 1+ Q -本 ,其 中 1 = 25, 


因此 ,对 任意 三 角形 均 存在 一 个 “ 李 生 的 ”矩形 . 


BS 已 知 凸 五 边 形 ABCDE W E AB = BC,CD = DE, 
Z ABC = 150, 人 CDE = 30,BD = 2. 求 五 边 形 ABCDE 的 面 
m. 


(2003 年 白俄罗斯 数学 奥林匹克 ) 


解 ”如 图 20, 设 点 是 点 C 关于 直线 BD 的 对 称 点 . 则 
BK = BC = BA,DK = DC = DE 
作 人 ABK 和 Z EDK 的 平分 线 , 且 交 于 点 M. + 3 , BM 是 AK 
的 中 垂 线 , DM 是 EK 的 中 垂 线 .特别 地 ,有 MA = MK = ME, 即 MM 
是 AAKE 的 外 心 .因为 


LMBD = LMBK + Z KBD = + ZABK + + ZKBC = + ZABC 
LMDB = + ZCDE 


MLMBD + ZMDB = (LABC + Z CDE) = + x 189 = 9P 
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于 是 ,和 BMD = 90, 即 BM | DM. 又 因为 4K | BM,MD | 
KE, 所 以 ,AK | KE. 故 AE 是 Rt 人 AKE 的 斜 边 , 即 M Æ AE 的 中 
A. 

HX Sassu = Saren, Saem = Sarom» Saso = Saso» B 1 

Stawa = 2Sa = BM * MD = 
BD > cos MBD . BD . sin ZMBD = 
Ñ Bp? . sin 2ZMBD = 
二 BD? ,sinL4BC = 十 x2x 寺 =1 


CD 锐角 AABC 中 ,HH 是 垂 心 ,0 是 外 心 ,1 是 内 心 . 已 知 


ZC > 人 B > 人 4. 求 证 :1 在 公 BOH 的 内 部 . 
(第 39 届 国际 数学 奥林匹克 中 国 国家 队 选 拔 赛 试题 ) 


证 明 如 图 21,41, BI 分 别 为 ZHAO, Z OBH 的 平分 线 .所 
以 71 一定 在 和 0BH 内 ,所 以 只 须 证 Al 与 BI 的 交点 在 OH 的 下 部 . 
i LB 的 角 平分 线 交 OH T P, ZA 的 平分 线 交 0H FA 


ZABO = 9p - + ZA0B = 99 - ZC = LHBC 


X. LABI = 人 1BC, 所 以 人 OBI = 人 IBH, 即 BI 平分 角 人 OBH, 同 
理 AI 平分 人 OAH. 
根据 角 平 分 线 定理 ,有 
BH _ PH AH _ QH 


0 = OP'A0 = 00 
WX ZB > 人 4, 所 以 AC > BC,AH > BH. 


又 40 = Bo. magg > DH IVA OQ < OP. 即 0 在 OP 之 


间 , 所 以 AQ 与 BP XF 0H 下 方 , 即 了 在 A BOH 内 部 . 


CD 设 p 为 锐角 A ABC 内 部 一 点 , 且 满 足 条 件 : D4 - DB- 
AB + DB - DC -BC + DC - DA* CA = AB + BC - Ch, 试 确定 


点 D 的 几何 位 置 ,并 证 明 你 的 结论 . 
(1998 年 中 国 数学 冬令 营 ) 


证 法 1 如 图 22, 作 ED Z BC,AF 4 ED, 则 四 边 形 ADEF 与 
DCBE 是 平行 四 边 形 .联结 BF ,4E. 则 四 边 形 AFBC 也 是 平行 四 边 
形 .于 是 ,AF = ED = BC,EF = AD,EB = DC,FB = AC. 

在 四 边 形 4PEB 和 四 边 形 4EBD 中 ,由 托 勒 密 (Ptolemy) 定理 ， 
有 


B 
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AB > EF + AF - BE > AE* FB 
AD + EB + AE > BD > AB > ED 


所 以 
AB .4D+BC.DC> AE - AC © 
AD - DC + AE - BD > AB - BC © 
结合 0 ,@ 两 式 可 得 
DA .DB.4B+DB.DC.BC+DC.D.C4= 
DB.(D4.4B8+DC.BC)+DC.D4.CL> A 


DB : AE : AC + DC + DA > CA = 

AC + (DB : AE + DC > DA > AC > AB + BC 
等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 是 @ 与 Q 同时 取 等 号 , 即 四 边 形 ABEF 
与 四 边 形 AEBD 均 为 圆 内 接 四 边 形 , 所 以 五 边 形 4DBEF 为 圆 内 接 
五 边 形 .由 于 四 边 形 ADEF 为 平行 四 边 形 , 故 四 边 形 ADEF KHE 
形 , 故 4D | ED, 故 AD | BC. 且 人 EB4 = ZEDA = %, $ 
DC LAB. UA D J A ABC Eù. 


证 法 2 如 图 23, 以 也 为 原点 ,建立 复 平面 , 设 点 4,B,C 在 
该 复 平面 上 对 应 的 复数 分 别 为 za ,zz,z3. 则 不 等 式 @ 等 价 于 不 等 
式 

Vz t alz- z2) 1+1 z2 23(22— z3) 1+1z3° A(z3 - 2) |> 

| (zy = 22)(z2 - 23)(z3 - z1) I 


即 
Zi ° Z2 | EREA 
(zl - 23)(z2 一 z+ a- aG- 2)| * 
Z, ° 23 
gm! @ 


由 @, 我 们 联想 到 下 面 的 恒等式 


*22 22° 23 21° 23 


2 + + + =t 
Gai - z3)(z2— z) * (z2 — 21)(z3— 21) ` (z -22)(z3 - 22) ~ 


© 


23 ° 22 Zí ` 23 
令 “as; no) 


zí ` 22 
@ = (zi = z3)(z — z) 
显然 ,alaza3 # 0, B 
ai+a, +a = 1 
所 以 lai+az+asi= 1 
即 l1 =la +a +a l<] a l+] azl+] azl 


这 正 是 原 不 等 式 的 等 价 形式 , 所 以 不 等 式 @ 得 证 . 并 且 ,不 等 式 


AG) 
BED CG) 
图 23 
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图 成 立 的 充分 必要 条 件 是 ci ,az,as 所 对 应 的 向 量 同 向 .又 由 ci + 
az + as = 1, 得 ci,az,as 均 为 正 实数 . 
另外 ,容易 验证 下 面 的 等 式 


aiaz Í z ) aaz ( zı ) asa) [ PA ) 
ex, a-za’ a lma a (sa 


@ 

1) EX asaza ia ala 
虚数 ,所 以 CD | AB,BD | 4C, 所 以 也 为 人 4BC EÙ. 

2) 着 也 为 人 4BC Eò Mi = 均 为 纯 虚 


23 z Pan 


数 ,由 全 入 pp 


a 
数 ,不 妨 设 ul > 0, M 
ar, as 都 是 正 实数 . 


综合 1) ,2),@ 等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 是 D 为 A ABC È 
D. 


3 > 0,a2a3 > 0, 即 az > 0,a3 > 0, 所 以 al， 


D 如 图 24, 在 四 边 形 ABCD 中 ,对 角 线 AC 平分 Z BAD. fE 
CD 上 取 一 点 E, BE 与 4C 相交 于 ,延长 DF 交 BC 于 C. 求 证 : 


LOAC = Z EAC. 
(1999 年 全 国 高 中 数学 联赛 ) 


证 法 1 如 图 25, 记 人 BAC = ZCAD = 0,ZGAC = a, 
Z EAC = B. 直 线 CFD 5j ABCE 相 截 ,由 梅 涅 劳 斯 (Menelaus) 定 
理 , 有 


ja BG. CD .EF _ Same , Saso , Sanr _ 
= GC DE ` FB ` Sase Same Saare > 
AB - sin(ĝ9 -a), AC:sing  . 
AC -sina AE + sin(0 - 8) 
AE .sin8B _ sin(0 — a) ° sin 8 
AB » sin @ ` sin a ° sin(0 — 8) 
所 以 sin(0 — a) * sin 8 = sin(8 ~ £) > sin a 
展开 即 
sin 0 * cos a * sin Ü — cos 0 * sin a ° sin 8 = 
sin 0 + cos £ “° sin a — cos 8 * sin P ° sin a 
即 cos e * sin 8 = cos B'sina 


所 以 tan a = tan B,a BRER, H a = B, 即 人 GAC = Z EAC. 


15 


16 


最 新 世界 各 国 数学 奥林匹克 中 的 平面 几何 试题 
ZUDIN SHUIE GEGUO SHUXUE AOLINPIKE ZHONG DE PINGMIAN JIHE SHTI 


证 法 2 如 图 26, 记 人 BAC = ZDAC = 0,ZGAC = a, 
< EAC = B. 
在 人 4B86 M AACG 中 ,由 正弦 定理 ,得 
AB sin BGA AC _ sin ACC 


BG ` sin(0 —a)'GC ” sina 


从 而 
AB .CC _ sn BGA .sing _ sina D 
AC BG ` sin(0 — a) ` sin ZAGC ` sin(8 — a) 
同 理 ,在 A ADE 和 A AEC 中 ,由 正弦 定理 可 得 


AC , DE _ sin(0 - 8) © 
EC AD ” sinf 


ox QO 
AB , GC DE _ sin a ° sin(0 - 8) 
AD ` BG ` EC ` sinf» sin(0 - a) 
联结 BD 与 对 角 线 AC 22 T H, Mh AC 平分 人 BAD 知 
AB : AD = BH : HD 
XE ABCD 中 ,由 塞 瓦 定理 知 


从 而 


即 


sin 2 .sin(g - a) 7 
化 简 得 tan a = tan B, 而 a,8 都 是 锐角 , 故 a = p, BI ZX GAC = 
Z EAC. 


证 法 3 ”以 4 为 坐标 原点 ,4C 所 在 直线 为 y 轴 建立 如 图 27 的 
直角 坐标 系 . 设 直线 CD 的 方程 为 二 + T = 1, 直 线 BC 的 方程 为 
+ 二 = 1, 直 线 BE 方程 为 和 + 1 = 1, 直 线 DC 方程 为 + 


ak af 


=, 
由 直线 CD 与 BE 的 方程 知 4E 方程 为 
L il TY 这 
全 -二 x+ 人 (人 -2 
由 直线 DG 与 BC 方程 得 4G 方程 为 
iii Erih 
(二 -s+ (二 -二 )y =0 
由 直线 DC 与 DG 方程 得 4D 方程 为 


(telti 
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由 BC 与 BE 方程 得 4B 方程 
全- 人 -区 


因为 DAC = 人 BAC, 所 以 kap =- kag, BI 


£ L UL Q t: 
a p_e m 
EE a E 
T WUYY 
FS Ee U 
化 简 得 Bp 
k Z k: aku E 
从 而 a m p e 
由 直线 AE MAG 的 方程 知 
1_1 E Up 4 
e p ma 
he=1 pesi 171 1 
n` b n b n b 


所 以 ka =- khc, 由 此 知 Z GAC = Z EAC. 


O 平面 上 给 定 凸 四 边 形 48CD 及 其 内 点 已 和 下 ,适合 AE = 
BE, CE = DE, LAEB = LCED,AF = DF,BF = CF,ZAFD = 


Z BFC.:RiE: ZAFD + LAEB = x. 
(第 和 2 届 国 际 数学 奥林匹克 中 国 国 家 队 选 拔 赛 试题 ) 


证 明 ”如 图 28, 设 凸 四 边 形 ABCD 的 对 角 线 4C 与 BD 相交 于 
6. 因 为 | 
FA = FD,FB = FC E: A 
ZAFC = LAFB + LBFC = 
LAFB + LAFD = 人 BFD 
所 以 AAFC 2 A DFB 

LFAG = Z FAC = LFDB = Z FDG 

所 以 A, D, F, G 四 点 共 圆 , 所 以 人 4CD = ZAFD. 
同 理 可 证 4,8,E,G 四 点 共 圆 ,所 以 人 46B = 人 4EB. 所 以 

LAFD + LAEB = LAGD + LAGB = x 


图 28 
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D AEE 人 4BC,D 是 BC 边 上 任意 一 点 ,全 4BD 的 外 心 、 
内 心 分 别 为 01, h, AADC 的 外 心 、 内 心 分 别 为 0,,1, 直线 


Oih 与 Oh 相交 于 P. 试 求 : 当 点 DD 在 BC 边 上 运动 时 ,点 P | 


的 轨迹 . 
(第 42 届 国 际 数学 奥林匹克 中 国 国家 队 选 拔 赛 试 题 ) 


解 ”如 图 29, 联 结 40;,41(i = 1,2). 联 结 DO;,DI;(i = 1, 
2) ,联结 PD, 则 已 证 人 40;D = LAID = 120(i,j = 1,2). 所 以 4， 
Ok, D 共 圆 (i = 1,2), 所 以 
Z0,P0, = ZO LD + Z0;,D - LAIDP- 
APDP = 3 - L014D - 
Z 0,;AD - 270 = 3P 


而 ZL01D0; = 6p = 2Z0,P0; 
1 
且 01D = ŁAD = 0,D 
1 B 2 
所 以 DD 为 人 P0103 外 心 ,PD = 上 4D, 所 以 


V3 
LPDB = PDO, - LO01DB = 180 - 2 人 DO - LO01DB = 
180 - 2Z AD - 人 BDO = 99 

所 以 PD | BC. 

现 以 BC 边 中 点 0 为 原点 , BC 边 所 在 直线 为 x 轴 ,建立 平面 直 
角 坐 标 系 ,不 妨 设 正 入 4BC 边 长 为 2, 点 P(x,y),4(03) , 则 由 

AD? - 0D? = 0A? 

有 VIr? - 2 = (3: 


所 以 忆 的 轨迹 为 双 曲 线 )2 -E = 1 的 下 支 在 zxE (- 1,1) 中 
的 一 县. 


D tf A ABC 的 外 心 为 0, 从 4 作 BC 的 高 , 垂 足 为 P, 且 


< BCA > Z ABC + 3°. WEH: Z CAB + 人 COP < 90. 
《第 42 届 国 际 数学 奥林匹克 ) 


证 法 1 如 图 30, 延 长 C0,40,4P 分 别 交 圆 0 TD, E, F i 
结 EF, BD. 则 
ZE = LCAP + LABC = 90 - LACB + LABP 
故 LOAP = 9p - E = LACB - LABP 
BE 0 的 半径 为 只 .因为 
CP =2R:sinB.cosC,AP = 2R- sin B » sin C 


第 一 章 ” 有 关 直 线形 的 试题 
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所 以 OP? = AP? + 04 — 20A : AP : cos LOAP = 
4R? + simB. sin C + R? — 
4R2 - sin B » sin C + cos( C — B) = 
AR [si B - sin? C + 1 ~ si B + sir?C - 
sin B * cos B + sin C ° cos C] = 
4R( 于 -sinB ` cos B ` sin C + oos C) 
所 以 OP- CP? = 4R|} - sin B+ cos C ° sin(B + C) | = 
4P[ 二 -二 sn4+ 寺 sn4 sin(C - B)] 
因为 和 ZC - ZB > 30, 且 人 C, 人 人 B 都 为 锐角 ,所 以 
i È 
OP? - Cp? > 4Rè(} - }sitA + sin A) = 
R?(2sin A + 1)(1 — sin A) > 0 
所 以 OP? > CP2=S0P > CP 


有 LCOP < Z0CP. k 
LCOP + Z CAB < LOCP+ ZX D = 9 


证 法 2 ”如 图 31, 据 题 意 有 
a+ÜB,B+ Ya +y € (0,3) 
且 
x 


a+B+7=7 ° 
因为 人 BC4 > ZX ABC + 30P ,所 以 


B+ Y> e +ÜB+30Ə>7Y- a> © 
注意 到 
CAB + Z0CB = COB + + (Z0CB + 人 OBC) = 至 


作 PQ | 0C 于 Q, 要 证 人 CAB + Z COP < FAME 


LCOP < LOCPEPC < P0eco < 00=co < $ CO 


设 OABC 外 接 圆 圆 0 FEAR, WA 
AC = 2R .sin(a + B) 

PC = AC * cos(B + Y) = 2R - sin(a + B) > cos(B + 7) 
QC = PC - cos B = 2R - sin(a + B) : cos(8 + yY) + cos 8 = 
R[sin(a + B+ y + B) + sin(a - y) ]eos 8 = 

R[cos £ - sin( y — a) ]cos 8 
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由 式 0 ,@ 可 知 ,BE (0,5) cos p € (十 ,1). 则 
Qc < R[cos 8 - sinZ] cos 8 = R[ (cos 8 -3) - 划 < 
až -4)- te= toc 
证 法 3 ”如 图 32, 过 点 0 作 BC HER, EEX D. 因 为 
LBAC = 1.ZB0C = ZD0C 


所 以 2 - “BAC = Z - DOC = Z0CD 
则 只 须 证 LCOP < Z 0CD=PC < OP 

以 0 为 原点 ,OD 所 在 直线 为 y 轴 , 过 点 0 且 平 行 于 BC 的 直 
线 为 * 轴 建立 直角 坐标 系 . 设 人 40x = a,Zx0C = B,B0 < 8 < 
a< TIMEME A 及 .有 P(R ° cosa, — R * sin 8), C(R + 
cos 8, — R °: sin B). 则 

1 PC |= R(cos £ — cos a), | PO | = R V cos? a + sin? 8 
所 以 1 PC É -| PO |? = R?(2co8 8 - 2cos B+ cos a -1) 


因为 ZABO = 258,Lh4CO = = 9-8 
H LACB - LABC = LACO - ZABO >% 
» z-a- a-ß_ x 
所 以 e 


即 a < 号. 所 以 -cos a < — cos =- L.M 
| PC |? -1 PO |? < R2(2co# 8 — cos £ - 1) = 
R?(2cos 8 + 1)(cos 8 - 1) 
因为 0 < cos 8 < 1, 所 以 
2cos B+1>0,csB-1<0. 
故 1 PC 1? -1 PO |? < 0,8} | PC |< | PO !. 


Q EAI, HAARA A ABC 的 内 心 和 垂 心 ,点 Bi ,Ci 分 
别 为 4C ,4 有 的 中 点 .已 知 射线 BIT 交 边 4B TA B,( B, # B), 
射线 C7 交 4C 的 延长 线 于 点 Ca, B,C, 与 BC RZF K, A 为 


A BHC 的 外 心 . 试 证 :4,7,4) 三 点 共 线 的 充分 必要 条 件 是 
A BKB, 和 A CKC, 的 面积 相等 . 
(2003 年 中 国 数学 冬令 营 ) 


证 明 首先, 证明 4,1,4i 三 点 共 线 — Z BAC = 60. 
如 图 33, 设 O X A ABC 的 外 心 ,联结 BO ,C0, 则 


第 一 章 ” 有 关 直 线形 的 试题 


DIYIZHANG YOUGUAN ZHIXIANXING DE SHITI 


Z BHC = 180 - Z BAC 
LBAIC = 2(180 - ZX BHC) = 2⁄Z BAC 
因此 
Z BAC = We ZX BAC + LBAIC = 18e 
A, fE AABC 的 外 接 圆 圆 0 上 — 
AI 5 AA, 重合 (因为 A) 在 BC HRERL) 
A,1,41 三 点 共 线 
FHE Sana, = Sack, cs BAC = GP. 
作 IP | 4B 于 点 P,10 L AC TA Q, W 


Sama, = TIP + AB, + IQ - AB, 
又 注意 到 Sasa, = 7 AB, ° AB + sin A 


所 以 IP + AB, + IQ : AB, = AB, : AB, : sin A 
i IP = r(r 为 和 4BC 的 内 切 圆 半径 ), 则 10 = r. 又 令 BC = 


a,CA = b,AB = c, 则 r+ = -23e4ac .又 由 
a+b+c 


AB, = 名 ,24B Cr Az Kue Piae 
有 
则 AB =a; ET 
同 理 AG sZ = b 
因此 Sama, = Sack esSaqc = Samce 

e= be 


< BAC = 60P( 由 余弦 定理 ) 
所 以 命题 成 立 . 


D 锐角 人 48C 有 三 条 高 分 别 为 4D,BE, CF ,求证 :个 DEF 


的 周 长 不 超过 A ABC 周 长 的 一 半 . 
(2002 年 中 国 女子 数学 奥林匹克 ) 


分 析 要 证 明 
DE + EF + DF < + (AB + BC + CA) 


只 须 证 明 
DE + DF < BC,EF + DF < AB,EF + DE < AC 
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证 明 ”如 图 34, 因 为 ADB = ZAEB = 90, 所 以 4,B,D， 
E WARA, E AB 为 直径 ,于 是 由 正弦 定理 可 得 


rA = AB = ë 
所 以 DE = c ° sin ZDAE 
X. LDAC + ZDCA = 90F, 所 以 
DE = c cos C 
同 理 DF = b - cos B 


所 以 DE + DF = c > cos C + b ` cos B = 
(2R : sin C)cos C + (2R * sin B)cos B = 
R(sin 2C + sin 2B) = 
2R .sin(B + C) » cos(B - C) = 
2R » sinA » cos( B - C) = 
a * cos( B - C) < a(R 282 AABC 外 接 圆 半 径 ) 


Bp DE + DF g a 
同 理 DE + EF < b,EF + DF g c 
所 以 DE + DF + EF < Y (a+ b+ c) 


B AË ABCD 的 对 角 线 交 于 点 M, A P,Q 分 别 是 
A AMD 和 公 CMB 的 重心 ,R,S 分 别 是 人 DMC # AMAB 的 垂 


心 .求证 :PQ | RS. 
(2003 年 中 国 国家 集训 队 训练 题 ) 


证 法 1 如 图 35, 作 已 4MDX 与 口 CMHB7, 联 结 MX, MY; SA, 
SB,SX,SY;RC,RD,RX,RY. 


由 重心 的 性 质 知 P fE MX E H MP = ÑTux,Q # MY EH 


MQ = 到 MY, 所 以 PQ /XY 或 P,Q,X,Y WARR. 
又 因为 R 是 公 CDM 的 重心 , 故 DR | CM, 结 合 DX // CM, 可 

知 DR | DX, 同 理 CR | CY,AS | AX,BS | BY. 所 以 

(SX? + RYP ~ (RX? + SY?) = (AS? + AX? + CR? + CY?) - 
(DR? + DX? + SB? + BY?) = 
(AS? + BM? - BS? - AM?) + 
(CR? + DM? - DR: - CM?) = 0 

于 是 SX? + RÝ = RX + SY 

故 RS | XY,RS | PQ 


证 法 2 ”以 任意 点 0 为 原点 ,利用 向 量 证 明 . 


第 一 章 有 关 直 线形 的 试题 
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SR - PÖ = (SM + MR) - (00 - OP) = 
(Si + MR) - + - (OB + O + O - OA - OB - 0) = 


4S + MR)G + Dü) = 


L (Sm -AB + SM - DC + MR - AB + MR - DC) = 
1SM Db + MR - Ab) = 

LLI SM 1+1 DC 1- eos( $= ~ LADC - LDAB) + 
I MR 1-14B |: cos(ZADC + Z DAB - 3)] = 
(LAB 1: cot LAMB -1 DC |- cot ZDMC -1 CD |° 


1 AB Deos($x - ADC - Z DAB) = 0 
所 以 ,命题 成 立 . 


(CB 设 D,E,F 分 别 为 人 4BC HHBC, C4,4B 上 的 点 ,a,B， 
y,ó 分 别 是 人 AEF, 公 BFD, 公 CDE #ü A DEF 的 面积 .求证 : 


h pis 
of * By 


š sii AF BD _ 
证 明 不 妨 设 公 4BC 面积 为 1, 且 x = BY = BC,z = 


CE : 
CA * 则 由 正弦 定理 有 


LAE. AF- si 
a a Saa _ 2 AE AF: sin LEAF 
sa 


74B * AC + sin Z BAC 


同 理 B = y(1- sx),Yy = z(1- y) 
所 以 8 =1-(a+B+y)= 1-[s(1-z)+y(1- x)+ 
z(1- y)] = 1- (x + y + z) + (sy + yz + zx) 


AE: AF 


= AB AG = “(1- 2) 


从 而 


> $1 - ô) > apre 


[1 -= (z+ y+z)+ (ay + z+ zz) P[ (z 

+ y + z) — (zy + yz + x)] > 

3xyz(1 - z)(1 - y)(1- z) o! 
为 证 明 上 式 成 立 ,我 们 记 | 
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s = xyz,t = (1- x)(1 =- y)(1- z) 
则 s+t=l1-(x+ y+ z) + (zy + yz + zx) 
因此 KER De (s + t)?(1 - s - t) > 3ste 
(s +t) - (s +P 23ste 
P= 
注意 到 
H h Ü stat -+ N+0 -D1 


Ast < 1, s + i +378( s +T < 所以。 + t + 
6 / st < 1, 进 而 为 证 明 
ë - ú+ Ë > (s + 
我 们 只 须 证 明 
(8 - + Ë)(s + t +6 3) > (s + ° @ 
不 等 式 @ Ə( + P) +6V3n( - st + P) > (s + te 

6V tls? - st + Ë) > 3s(s + t) 

(s? -= st + Ê) > Vu(s + te 

Us? + P) aalst 
而 2(2 +1) > (s+1i>2/s(s + t) = 

Vals + t) > V n(/s +d) 

最 后 一 式 成 立 , 从 而 命题 成 立 ,证 毕 . 


GO 在 给 定 梯形 ABCD 中 ,4D // BC,E 是 4B 边 上 的 动 点 ， 
01,0; 分 别 是 公 4ED 和 公 BEC 的 外 心 .求证 : 010, 的 长 为 一 


定 值 . 
(2002 年 中 国 西 部 数学 奥林匹克 ) 


证 明 ”如 图 36, 联 结 E01, EO, W 
LAEO! = 9% - LADE, Z BEO, = 9 - Z BCE 
于 是 £0,E0, = ZADE + LECB 
由 于 AD // BC, 过 已 作 AD 的 平行 线 可 证 出 人 DEC = ZADE + 
LBCE. 所 以 人 O01E0, = Z DEC. 
又 由 正弦 定理 ,可 知 
DE _20,E-sinA OE 
EC ` 20,E +: sin B 7 OE 
从 而 ,全 DEC 人 O01E0,. 所 以 
00 OE OE 1 


DC 7 DE `" 20,E sin À ` 2sinA 
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故 010, = F267 为 定 值 .命题 获 证 . 
Ë ”一 个 自然 的 想法 是 01, 02 到 AB 的 射影 之 间 的 距离 为 
TAB 是 定 值 , 于 是 只 须 证 明 010 与 4B 的 类 角 为 定 值 .这 是 男 一 


个 证 明 方法 的 出 发 点 ,请 读者 试 证 . 


GD 设 一 个 凸 n 边 形 没有 两 条 边 互相 平行 .求证 :过 其 内 部 


一 点 0 平分 该 n 边 形 的 面积 的 直线 至 多 n 条 . 
(2003 年 中 国 国家 集训 队 训练 题 ) 


证 明 ”车 一 条 过 0 的 直线 交 凸 mn 边 形 于 4,B, 使 得 04 = 
08 , 则 称 该 直线 为 好 直线 .假设 共 作出 了 条 好 直线 . 

设 其 中 一 条 好 直线 交 n 边 形 于 41, B1, 将 它 以 0 为 中 心 , 顺 时 
针 旋转 ,使 其 与 其 他 好 直线 重合 ,分 别 与 n 边 形 的 边 依次 交 于 点 
Ah2,B2;h3,B3;…;A4,Bi. 再 令 Arsi = Ais Besi = Bi( 图 37). 

我 们 先 证 明 对 于 1 < 1 < 上 ,在 两 个 角 人 Ah/04h1w1 与 人 BiOBi,1 
中 ,至 少 有 一 个 的 内 部 包含 原 n 边 形 的 一 个 顶点 . 

事实 上 , 若 否 , 则 AA... 与 BB1,1 均 为 原 nn 边 形 的 菜 条 边 的 一 
部 分 .由 OA, = OB, 及 hw10 = Bi,10, 可 知 AA... // BB,,,( 8 
38) ,这 与 条 件 矛 盾 ! 

上 述 结论 表明 凸 n 边 形 至 少 有 大 个 顶点 ,从 而 大 三 n. 

然后 证 明 将 直线 ABO < i < k) 以 0 为 中 心 顺 时 针 旋 转 到 
Ain Bin 的 过 程 中 (包括 起 ,终点 ) 至 多 有 一 个 时 刻 , 使 这 条 直线 平 
分 该 n 边 形 面积 . 

车 不 然 ,如 图 39, 不 妨 设 有 直线 PO, RS 均 平分 此 mn 边 形 面积 
(P,Q.,R,S HARSA n 边 形 的 交点 ), 我们 把 折线 BB 与 
OB;, 0B,,, 所 围 成 的 部 分 以 0 为 中 心 旋转 180.2 S, Q 分 别 转 到 
gE 

由 4.B; 及 4;,1Bi41 的 取 法 知 :由 折线 45' 与 5'4i,1 组 成 的 折线 
与 由 折线 AR 与 RAi,1 组 成 的 折线 除 端点 外 ,没有 其 他 交点 ,因此 
可 设 是 如 图 所 示 的 情形 ,也 就 是 说 在 入 4;04;,1 内 任 作 一 射线 分 
别 交 两 折线 于 点 C 和 也, 都 有 0C < 0D. 

因此 由 0S' ,00' 和 折线 S'0' 围 成 的 图 形 面积 小 于 由 OP,OR 
和 折线 PR 围 成 的 图 形 面积 , 即 由 OS, 0Q 及 折线 SQ 围 成 的 图 形 
面积 小 于 由 OP,OR 及 折线 PR 围 成 的 图 形 面积 .这 与 PO, RS 同时 
平分 n 边 形 面积 矛盾 ! 

综 上 可 知 ,过 点 O 平分 该 n 边 形 面积 的 直线 至 多 上 条 .结合 
k <n, 得 结论 :过 点 0 平分 该 n 边 形 面积 的 直线 至 多 n 条 . 


Alin) A 
4 


By 2 
B B(B,.) 


图 37 
Ars 
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GD AABC 中 ,4C > AB. P 28 BC 的 垂直 平分 线 和 4 的 内 
角 平分 线 的 交点 , 作 PX | 4B, 交 4B 的 延长 线 于 点 X,PY | 


AC, AC FAY, Z 为 XY 和 BC 的 交点 . 求 Mtt. 
(2003 年 中 国 国家 集训 队 训练 题 ) 


解法 1 作 入 4BC 外 接 贺 贺 0, 记 BC( 不 包含 4 的 一 部 分 ) 
的 中 点 为 D, 弦 BC 的 中 点 为 W ,如 图 40 所 示 . 


因为 8D = CD,# BD = DC,ZBAD = ZCAD, B D # 
Z BAC 的 内 角 平分 线 及 BC 的 垂直 平分 线 上 . 

又 因为 4C > 4B, 所 以 Z BAC 的 内 角 平分 线 与 BC 的 垂直 平 
分 线 不 重合 ,从 而 它们 至 多 有 一 个 交点 , 故 点 D 与 点 P 重合 . 

所 以 DM | BC,DX | AB,DY | AC,B A,B,C,D 共 圆 , 因 
W X,M,Y 三 点 共 线 ( 西 姆 松 定理 ), 即 M 为 BC 与 XY 的 交点 

又 BC 与 XY 不 重合 ,它们 至 多 一 个 交点 , 故 W 与 2 重合, 因此 

BZ BM 


c=! 


Zc: MC ` 
解法 2 ”如 图 41, 联 结 BP, CP. 因为 P 在 BC 的 垂直 平分 线 
上 ,所 以 BP = CP. 
WA P 在 人 BAC 平分 线 上 , 所 以 PX = PY,AX = AY, 


A pPX @ À CPY, 因此 BX = CY. 
视 XZY 为 A ABC 的 截 线 , 由 梅 氏 定理 有 


X AX = AY, BX = CY, BDE < 1. 


GD H DX A ABC 的 边 4C 上 一 点 ,已 和 严 分 别 为 线段 BD 和 
BC 上 的 点 .满足 和 BAE = Z CAF. FR P,Q 为 线段 BC 和 BD 


上 的 点 ,使 得 EP // QF // DC. 求 证 :BAP = Z QAC. 
(2003 中 国 国家 集训 队 训 练 题 ) 


证 明 ”如 图 42, 作 人 C40' = 人 BAP 交 BD 于 0', 连 0'F, 则 
BE _ AB sin Z BAE 


ED ` AD ` sin Z DAE 
BF _ AB sin ZBAF 
FC 7 AC ` sin Z CAF 


因为 和 BAE = 人 CAF, 所 以 Z DAE = 人 BAF ,两 式 相 乘 得 


PLD) 
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BP .80' _ _ AB 
同 理 PC QD 4D.4C 
所 以 BE , BE _ BP , BQ' 


X EP // DC,BFDLED = pette = go PIE FO // DC, 


所 以 0 = Q, Z BAP = Z CAQ ,证 毕 . 


Gb EA 人 4BC 的 三 个 顶点 4,B,C 分 别 在 锐角 AAB C 
的 边 BJC1,C141,41B， 上 ,使 得 人 ABC = 人 Lh1B1C1, 人 BCA = 


ZB.GAí..Z CAB = 人 C141B1. 求 证 :个 4BC H AAB: C 
重心 到 和 全 48C 的 外 心 距离 相等 
(2003 年 中 国 国家 集训 队 训练 题 ) 


MEB ” 先 证 明 一 个 引 理 :如 图 43, 在 非 等 边 个 POR 中 ,X,Y， 
Z 分 别 是 OR,RP,PQ 的 中 点 ,全 POR HELEH, 外 心 是 M, 


全 XYZ 的 外 心 是 0, 则 A XYZ 的 垂 心 也 是 M ,并 且 0 为 MH 的 中 | 


点 . 

引 理 的 证 明 :联结 PX,QY, RZ 交 于 点 6, 则 CH A PQR 与 

. AXZ 之 重心 . 
因为 
PG: CX = QG: GY = RG: GZ =2:1 

所 以 APOR 与 A XVZ 是 以 G 为 位 似 中 心 , 且 位 似 比 为 -2 : 1 的 
位 似 形 . 

因为 MP = MQ, 所 以 MZ | PQ, 因 此 MZ | XY. FIE MY | 
XZ ,所 以 M 为 人 XYZ 的 垂 心 . 

由 位 似 性 质 知 MG = 2G0 H CG 在 线段 MO 上 ,HG =2GM BR G 
在 线段 MH 上 .所 以 0 为 MH 之 中 点 . 引 理 证 毕 ( 由 于 公 PQR 非 等 
B. H,G,M,0 四 点 彼此 不 同 ). 

下 面 回 到 原 题 . 

# AAB C 为 等 边 三 角形 , 则 如 图 44, 由 人 4CB = 60P 知 
LACB + X BCA = 12 = 180 - 6? = ZA(CB + A,BC 
所 以 人 A1BC = ZB, CA, FÆ ZA CB = Z BAAC. X BC = 4C, 所 
DL AA,BC Q AB, CA, ARH AA, BC 2 A B, CA 8 A C,AB ,所 

M A,B = B,C = Ci4. 


图 43 
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AAB Ci 中 心 为 0, 则 4;0 = B10 = C,0,B ZXCB,0 = 
ZAC,0 = LB410 = 30 ,Ëk AA, BO tQ A B, CO L C140, 从 而 
AO = BO = C0, 即 0 为 人 4BC 之 中 心 .于 是 人 4BC 和 人 A1BiCI 
的 垂 心 以 及 AABC 的 外 心 均 为 0, 此 时 结论 成 立 . 

AFRA AAB C 不 是 等 边 三 角形 . 

作 公 42B2C; 使 4,B,C 分 别 是 B,C2,C242,42B2 的 中 点 .车 
AAB Ci 5 AA;B,C, 重合 , 则 由 引 理 知 结论 已 然 成 立 . 若 不 然 ， 
如 图 4$5, 设 OABC 的 垂 心 为 五 ,外 心 为 W, 人 4BC 的 外 心 是 0， 
AAB, C 的 垂 心 是 .由 引 理 知 ,0 为 MH 的 中 点 ,用 是 人 4BC 的 
重心 . 

设 由 直线 A A2 B. B>, Ci C, 围 成 的 三 角形 为 人 43B3C3, 联 结 
MB, MC, MA. 

因为 

Z BMC = x - Z BAC = x - LBAC 
所 以 B,WH,C,4 四 点 共 圆 , 因此 人 MAIC = 人 MBC. 同 理 
LMBIC = Z MAC, X. Z MAC = 人 MBC, 所 以 
LMAIC = ZMB,C,MA, = MB, 
同 理 有 MA, = MB, = MC1, 即 M 为 全 41B1Ci 的 外 心 ， 
因为 
LBAIC = ZX BAC = LBAsC 
所 以 B,h1,42,C 四 点 共 圆 , 于 是 Z/CAC = ZABC, 同 理 
LCBIC = Z B;AC,X. ABC = 人 B24AC = 人 Ah2C2Bs, 所 以 
Z GAC = LC3BIC,AiC3 = BC 

MÆ AB, = CiB3,Bih3 = CI43， 所 以 Ai, Bi, Ci 为 
公 h3B3C3 内 切 圆 在 三 边 上 的 切 点 ,全 4yB1C) 的 外 接 圆 就 是 
公 h3B3C3 的 内 切 圆 ,所 以 

MA, L A,A, MB, | B,B,, MO, | C, C, 

又 因为 MA, = MB, = MC,,PTDL A,A; = BiB, = CiC; 且 
Z AMA; = X BiMB, = Z C,MC,, Hit A A.B, C, 5 AAB, C, È 
以 M 为 中 心 的 旋转 相似 形 .所 以 


AMKH AMA, MKH = Z MAA = DMKL KH 
所 以 OM = OK. 证 毕 . 


第 一 章 ” 有 关 直 线形 的 试题 


DIYIZHANG YOUGUAN ZHIXIANXING DE SHFTT bod 


GD 设 入 48C 的 三 边 a,5b,c 上 对 应 的 中 线 为 me,ms,mc, 内 
角 平 分 线 为 was wi, we, E wa N ms = P, w N m, = Q, w N 
m. = R. 记 A PQR 的 面积 为 6, 全 4BC 的 面积 为 F. 求 使 不 等 


RÈ < 4 成立 的 最 小 正常 数 2 
(2003 年 中 国 国家 集训 队 测试 题 第 1 次 ) 


f Mika > b > c, 设 6 是 全 4BC 的 重心 , 则 易 知 P 在 A 
BG t, RHAG E, Q fE CG 的 延长 线 上 . 设 BC 的 中 点 为 D,AP 与 | 


BC 交 于 尼 , 如 图 1.46, 则 由 内 角 平分 线 定理 得 名 =g. 


k 
KN 
对 A GBD WRR APE 用 梅 涅 劳 斯 定理 可 得 -一 小 


GP .BE.D_1 
PB ` ED ` AG 7 图 46 


GP _ b-c 同 理 CO ee i ji 
故 G6 = prae HEGE = 5, 又 注意 到 面积 之 问 的 关系 | 
F =3SeAcsc, 可 知 


. _ 1. (b - e)(a - c) 
CB: GC 7 3 (b+2c)(c +2a) 


1 
3 
同 理 可 得 Sew 


因此 
9 _ Sacro + Sacor - Sacer _ ab? + be? + ca? — 3abc _ 
F F = (a +2b)(b +2c)(c +2a) 


; ab? + be? + ca? — 3abe 
记 obe) = Te+20)(5+2cJ(e+20 


现 令 a = b = he> 0, WE fla, b,c) > g FIE 


f(a,b,c) < $ @| 
通过 恒 等 变形 易 知 Q) 等 价 于 
21 (a - b)(b -ce)(c -a)l< 27abc 
这 是 明显 成 立 的 (因为 21 (a — b)(b - c)(c - a) |< 2cab < 
27abce). 


综 上 所 述 ,所 求 的 最 小 正常 数 为 让. 
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GO (1) 设 D 为 人 4BC 内 任 一 点 ,求证 : 


BC lb A „LA < W 
min{ AD, BD, CD] > 


2 , ZA > 9° 
(2) 设 互 为 凸 四 边 形 4BCD 内 任 一 点 ,4,B,C,D,E 五 点 
中 任意 两 点 间 的 最 大 距离 与 最 小 距离 之 比 记 为 ,求证 :k > 
2sin 70?. 并 说 明 等 号 能 否 成 立 . 
(2003 年 中 国 国家 集训 队 测 试题 第 6 次 ) 


证 明 ” 先 证 明 一 个 引 理 :在 A ABC 中 


EB eid 
min|AB,AC| > "2 

引 理 的 证 明 : 作 ZA 的 平分 线 47, 过 点 B, C 分 别 作 47 的 垂 
线 , 垂 足 分 别 为 D,E( 图 4), 则 


BC = BT + TC > BD + CE = AB ` sin À + 


AC + sin & > 2min| AB, AC| sin 2 


所 以 mT = 2sin $ 
下 面 回 到 原 题 . 
(1) 4 ZA < 9p 时 , 若 人 4BC 为 锐角 三 角形 , 则 外 心 O 在 
A ABC 内 ,如 图 48. 设 外 接 圆 半径 为 R, 且 不 妨 设 DD 在 公 A0C 内 部 
或 边界 上 , 则 
4D+ CD _ 


min| AD, BD, CD| < min| AD, CD| < 一 


AO + CO _ 


7 R 


m 过 人 > minl AD, BD, CD} 
BC . 
故 min| AD, BD, CD} > ?sin 4 
3 A ABC 为 非 锐角 三 角形 ,不 妨 设 Z B > 90?, 则 外 心 0 不 在 
Z ABC 内 部 ,如 图 49 所 示 . 设 BO 交 4C 于 点 已 , 则 点 也 必 在 人 4BP 
R ABCP 中 ,同上 可 知 
min| AD, BD, CD| < R 
从 而 也 有 
BC 
min| AD, BD, CD} > ?sin À 
35 ZA > 9 时 , 设 M X BC 中 点 , 则 AM < + BC, Hik ss 
D E A ABM 内 或 边界 上 ,如 图 50 所 示 , MI 


第 一 章 ” 有 关 直 线形 的 试题 


DIYIZHANG YOUGUAN ZHIXIANXING DE SHITI 


AD + BD AM+BM BC 


m s 


min{AD, BD, CD| < min{AD, BD| < 
BC 
故 min] AD, BD, CD} > 2 
(2) 如 图 $1, 设 AC 5 BD XF F, E fE A FAB Ë ,# Z AEC > 
140 , 则 


N 


k> = 2sin70 


AC 140 
minf AE, ECT > 2sin 2 
车 人 人 AEC < 140, [JFE ~4EB < 140, 人 BED < Wy, T JE 
人 LBEC > 好 ,人 AED > 9. 又 由 (1) 知 ,车 人 4BC > W R ZBAD > 
70, 则 大 > 2sin 70 ,命题 已 证 . 故 设 Z ABC < 1, Z BAD < 10, 
于 是 max| Z ADC, Z BCD| > 110 ,不 妨 设 人 BCD > 110 ,于 是 有 
(不 妨 设 最 短 距 离 为 1) 
BC LCEB > 2sin 4p 


BC > Hin CE, BET > 2sin €— 2 


k > BD > V DC + BC -2BC. DC ` cos110° = 
VDC + BC + 2BC > DC + cos TP > 
VT + 4sinz40p + 4sin 40° + cos 7P = 2sin 70 
其 中 等 号 是 可 以 成 立 的 , 当 五 个 点 满足 情形 :4B = BE = CE = 
DE H. ZAEB = 140,LDEA = Z CEB = 80 时 . 


GD 在 锐角 和 48C 中 ,4D 是 ZA 的 内 角 平分 线 ,点 D 在 边 
BC 上 ,过 点 也 分 别 作 DE | 4C,DF | 4B, 垂 足 分 别 为 E, F, 


联结 BE , CF, 它们 相交 于 点 H,A AFH 的 外 接 圆 交 BE 于 点 
G, 求 证 :线段 BG, GF 和 BF 组 成 的 三 角形 是 直角 三 角形 . 
(2003 年 中 国 国 家 队 选 拔 赛 试题 ) 


证 明 ”如 图 52, 过 点 D 作 DG' | BE, 垂 足 为 6' ,由 勾 股 定理 

知 
BG? - G'E? = BD? - DE? = BD? - DF? = BF 

所 以 线段 BGC', G'F 和 BF 组 成 的 三 角形 是 以 BC’ 为 斜 边 的 直角 三 
角形 . 

下 证 C 即 为 C, 即 只 须 证 A, F,G', H MARA. 

联结 EF , 则 AD EHF EF, ADN EF = 0, 作 EP | BC, 
FEX P, Kt PQ ,并 延长 交 AB 于 点 RR, 联 结 PE. 因为 0,D,P， 
E WAHI, PLZ OPD = ZQED, X A,F, D,E 四 点 共 圆 ,所 以 


ZQED = 人 FAD, 于 是 4,R,D,P 四 点 共 贺 ,人 ARQ = ZADC, X. 
ZRAQ = ZDAC, F DARQ o AADC, AA -4 fn 


AR + AC = AQ °: AD = AF? = AF - AE 
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AR AE iy 2 
即 4F = AC' 所 以 ,RE // FC,ZAFC = 人 ARE. 因 为 4,R,D,P 


四 点 共 圆 ,又 C',D,P,E 四 点 共 圆 ,于 是 I 
BG' - BE = BD > BP = BR: BA 

W A,R, C ,E 四 点 共 圆 ,所 以 人 AG'E = ZARE = 人 AFC, 所 以 

4,F,G',H WAHE. 


GB L A ABC 的 三 边 向 形 外 分 别 作 正方 形 4BHI, BCDE 和 
C4FC. 设 XYZ 是 线段 EF,DI 和 GH 围 出 的 三 角形 . 求证 : 


Samz < (4 - 2V3) Sanc» 
(2003 年 中 国 国家 集训 队 训练 题 ) 


证 明 ”如 图 53 所 示 联结 辅助 线 ,有 AH = BI = /2c,AG = 
CF = V26, BD = CE = Nha (AB = c,BC = a,CA = b), H 
ZHAG = % + 4, 故 
HG = V2V b? + e? + 2be + sin À 
i bros _ 
sina = 1 — 
Vb? + c? + 2bc ° sin À 
cosa = sinA+C — | 
Vb? + c? + 2bc ° sin A 
类 似 有 sing = 一 一 -ce 上 一 一 
Va? + eè + 2ac ° sin B 


a sin B +c 
cos 0 = — 


at + c° + 2ac * sin 
Va? + c + 2, B 
从 而 
Belsin a + cos a) 
IX = HI » sin(45 +a) _ # ú 
= cosla+0) `“ cosa + cos 0 ~ sin a + sin 0 7 
i aa Aa Waka WD rE B 


2 


ab + cos C + ac * sin B + bc + sin Á + 2 


利用 余弦 定理 及 面积 公式 ,可 知 
A[2+2-2 a.) 
a? + b? + è + 8A 
类 似 地 (只 须 将 a,c 对 换 ) ,我 们 可 得 
(全 二 和 s= 2 +2A+ a) 
a? +b? BA 

其 中 ,A = Sac. X. 


eVa + È + 2ac ° sin B 


X = 


eV a + è + 2ac ° sin B 


DY = 


第 一 章 ” 有 关 直 线形 的 试题 
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DI =V? V a2 + è + 2ac ° sin B 
É XY = DI - IX - DY = 


tojta 
Bar drta mB- t-t c+ 90) = 


a+ b2 + 2 + 8A, 


a fs A -== 
a? + c? + 2ac * sin B i 
yp ey vy  — DA R 
b? + c? + 2be ° sin À Z x e y8Á. 
A o 
BJ YZ a? + b? + 2ab + sin C 机 
设 以 Valtc+2ac sin B, V b' + c +2be -sin A, 
V al b? + 2ab + sin C 为 三 边 的 三 角形 面积 为 S, 注意 到 4A = 
2ac ° sin B = 2be ° sin A = 2ab + sin C. 利 用 海伦 公式 易 得 
1 
S= 


E PERET w 
1 | e. e, AG + P + e) + De = 


alb? + bici+ a? + 4A(a2 + b + 2) + 122 < 


Beas a + b2 + c?) 


o_a. Vs 
n Sanz = [ç ne 5< 


7 ， 
(a? + b? + eè + 8A)2 


A a? +b? +e?) 


#KüE Sanz < (4 - 2V3)A, 只 须 证 上 式 右边 小 于 等 于 (4- 2/3)A, | 


即 证 
(2V3 - 3)(a2 + b? + è)? (56 - 32/3)A(a2 + b? + c°) — 
(240 - 128V3)Az > 0 
利用 外 森 比 克 不 等 式 a + b? + c? > 4Y3A, 易 证 上 式 成 立 . 
综 上 所 述 ,命题 得 证 . 


GO 锐角 公 ABC 中 ,4B # AC,H, AR = fW 9 s D 


! 求证 :人 4GCH = W. 
Same ~ sa 


Wm. e I + 
(2003 年 中 国 国家 集训 队 训 练 题 ) 


证 明 ”如 图 54, 设 AH ZBC FO, V 0 为 原点 , OC Hx WME 
方向 建立 直角 坐标 系 . 设 C(c,0),B(- 5,0),4(0,a), 则 易 算得 


n[o.Ës) ,c( < 和. 级 
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LAGH = Wes AG | GHekac ` kar =- le 


b a 2a 
Ge 
b-c bag e 
3 3 
2a? = b? + 4bc + è © 
而 Sama = + + (b + e)Ëe 
1 2 - 
Sams = 4 . Hete 
2_ 
Same = 十" 全 如 
(A ABC 为 锐角 三 角形 ,所 以 a > bc) 
asi En Nge. 2a __ 
Sama a bura etay 
Ka) + (EzE Ti” 
2(a2 - be £. k 
I = 二 + 
2(a? - be) = (b + ceo 
2a? = b? + 4be + è @ 


由 个 ,@, 即 知 命题 成 立 . 


GD 在 全 4BC 中 是 否 存在 一 点 已 ,使 得 过 点 的 任意 直线 都 


将 A ABC 分 成 面积 相等 的 两 部 分 ?为 什么 ? 
《1999 年 广西 省 高 中 数学 竞赛 ) 


解 ”如 图 55, 假 设 存在 点 P 满 足 条 件 ,联结 AP ,延长 交 BC 
于 ,联结 BP, 延 长 交 AC 于 E. 则 由 Sapp = San 得 BD = CD. 
同 理 可 得 AE = CE. 
于 是 ,P 是 人 4BC 的 重心 .有 AP : AD = 2 : 3. 
št P fE GH // BC , WJ À AGH ww 公 4BC. 所 以 
Sasu _ /AG AP 4 
Saase = (AB) = GDY = 9 
于 是 ,SA4cu : Smiamacac = 4: 5,8) GH 分 成 的 两 部 分 面积 不 


相等 .所 以 ,题目 所 设 条 件 的 点 P REHE. 


名 4D,BE,CF 是 AABC 的 高 ,K,M,N 分 别 为 A4EF， 
全 BFD, 人 CDE 的 垂 心 .求证 :全 DEF 和 À KMN 是 全 等 三 角 


形 . 


(2001 年 世界 城 际 间 联 赛 ) 


证 明 


如 图 56, 记 A BFD 中 BF 上 的 高 线 垂 足 为 6G, 人 CDE 


第 一 章 ” 有 关 直 线形 的 试题 


DIYIZHANG YOUGUAN ZHIXIANXING DE SHITI 


中 CE 上 的 高 线 垂 足 为 甩 . 
因为 BE | AC,AD | BC, 所 以 A. B, D, E 四 点 共 圆 .所 以 
DE _ CD 
AB AC Sa 
即 DE = 4B .cos C 
同 理 DF = AC .cos B 


因为 和 FMG = Z B,ZBFD = 人 C, 所 以 
FG _ DFcosC _ AC- cos B ° cos C 


FM = 


snB sinB ~ sinB 
AB :cosC:cosB 
类 似 地 可 推出 EN = s RC 
AC. AB Q E 
因为 in 号 = zin CG' 所 以 FM = EN. 因 为 FM | BC,EN L 


BC, 所 以 FM // EN. 故 EFMN 为 平行 四 边 形 .有 EF = MN. 
同 理 , 有 DE = KM, FD = NK. 所 以 ADEF 2 A KMN. 


ED 已 知 过 锐角 公 4BC 顶点 4 ,B,C 的 高 线 分 别 交 对 边 于 DD ， 
E, F,AB > 4C ,直线 EF % BC 延长 线 于 P, 过 点 DD 且 平行 EF 


的 直线 分 别 交 AC 延长 线 和 AB 于 0Q,R,N 是 BC 上 的 一 点 , 且 
ZNQP + 人 NRP < 180P. 求 证 :BN > CN. 
(1999 年 中 国 台 湾 地 区 高 中 数学 竞赛 ) 


证 明 。 取 BC 中 点 M, RANEI /MRP + ZMQP = 180°, Ë R, | 


M,Q,P MARB. 
如 图 ,联结 ED. 易 知人 PEC = Z DEC, Z DEB = 人 FEB, 有 
PC _ PE _ PB 
CD 7 ED 7 BD 


联结 ME. 可 知 人 EMC = 18P - 2/ACB,ZEDP = 18 - 
AGB - LCED. 故 
Z MED = LACB - 人 CED = LEPC 
所 以 ,全 MDE co AMEP. ANA 
ME? = MD - MP = MC 
又 因为 RO // FP, 所 以 人 BRD = 人 BFE = 人 DCQ. 所 以 B, 
R,C,Q 四 点 共 圆 .所 以 
RD - DQ = BD - CD = (BM + MD)( CM - MD) = 
MČ - MD? = MD .MP - MD? = MD - PD 
所 以 R,M,Q,P 四 点 共 圆 , 即 
LMRP + LMOP = 180 
当 NE BC H X NQP + X NRP < 180 Rt, N VEM AN, i 
BN > CN. 
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多 点 4 在 人 KMN 内 ,点 B 在 KM 上 ,点 C 在 MN 上 .如 果 
Z CBM = 人 ABK, 人 BCM = 人 ACN ,求证 :人 BCM 的 外 心 在 


AM L. 
(2001 年 世界 城 际 间 联 赛 ) 


证 明 ”如 图 58, 延长 AB,AC, 联结 AM. 由 对 顶 角 相等 及 
人 人 CBM = 人 ABK, 知 BM 为 A ABC 的 外 角 平分 线 . 

同 理 可 知 , CM 为 A ABC 的 另 一 外 角 平 分 线 . 故 M 为 A ABC 
的 旁 切 圆 圆 心 .所 以 ,AM 平分 ZX BAC. 

记 公 4BC 的 内 心 为 1, 易 知 1 在 4M 上 ,联结 1B,1C. 由 1B 平分 
Z ABC E. Z CBM = 人 ABK, 知 1B | BM. 同 理 ,有 IC | CM. 

所 以 ,1,B,MM,C 四 点 共 圆 , 且 MI 为 直径 . 

因此 ,会 BCM 的 外 心 在 MI, 即 AM E. 


ED 如 图 59, 公 AEF 是 矩形 4BCD 的 内 接 直 角 三 角形 ,E,F 分 
别 在 边 BC,CD 上 , 且 人 4EF = 9,AE = 4, EF = 3. 求 矩形 


ABCD 面积 的 最 小 值 . 
(1999 年 上 海 市 高 中 数学 竞赛 ) 


解 ” 如 图 60, 设 人 4EB = a, 则 人 EFC = a. 从 而 AB = 
4sin a, BE = 4cos a,CE = 3sin a. 
所 以 
Sasco = AB + BC = 4sin a(4cos a + 3sin a) = 

l6sin a + 
8sin 2a + 6(1 - cos 2a) = 
8sin 2a - 6cos 2a + 6 

Ht = tan a, 则 


cos a + 12sima = 


.1-tana _ 


l+taña ` 


2tana _ 
1 + taa 


y = 8sin2a — 6cos 2a = 8 + 


62 + 16: -6 
É +1 
H yt? + y = 6É + 16: -6,89 
(y-6)P - 16 + y+6 = 0 
得 y = 6 时 ,4 = Tiy 二 6 时 ,A= 1@ -40 - 6) > 0, 解 得 - 
10<y<108yz6. 


又 由 于 上 > 0, 所 以 > 二 6 > 0, 从 而 y > 6. 


图 59 
A < 
Pa ] 
图 60 
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综 上 得 6 < y < 10. 从 而 (Ssgcp)win = 6 + 6 = 12. 


4D EM IX AABC 的 内 心 ,联结 41,B1,CI. # A BIC, 
ACIA,A AB 中 有 一 个 三 角形 与 人 4BC 相似 , 求 A ABC 各 角 


的 大 小 . 
(1999 年 世界 城 际 间 联 赛 ) 


解 不妨 假 设 公 BIC 与 公 4BC 相似 , 则 和 BIC < ZA. (实际 
上 ,车 人 BIC = 42 +9% = ZAM ZA = 18.38) 
不 妨 假设 IBC = ZXZA,ZBIC = ZC,ZICB = 人 B, 则 有 
$48 = Z4, + 1 ZA = LC, LC = LB 


ai x 2x 4 
从 而 4=7,CLB=3 了 ,CC=7 了 
因此 .人 4BC WERDD T, E, 


@@ iz P Bb ffi AABC 内 一 点 ,已 到 三 条 边 BC, CA, AB 的 垂 
足 分 别 为 万, 已, 严 , 求 出 (并 加 以 证 明 ) 使 PD? + PE? + PF? 达 


到 最 小 值 的 点 P. 
(1990 年 浙江 省 高 中 数学 夏令 营 ) 


S ”如 图 61, 设 $ 为 全 4BC 的 面积 ,其 三 边 长 分 别 为 a,b， 
c, 且 PD = x,PE = y,PF = z, 则 
w = PD? + PE? + PF = 2 +7 2 
# S? = (SApac + Sara + Sapan)? = 


Fla + by + a)? < 


G +b) 


4s? 
i > 2 rb ë 
当 且 仅 当 
A SL qr 25 
w h U D Uq a 
4s? 
e Wm ght 


点 已 可 以 这 样 作 出 : 作 BC 的 平行 线 与 另 两 边 相交 , 且 使 其 到 | 
BC 的 距离 为 Ma ,同样 作 AC 的 平行 线 使 其 到 4C 的 距离 为 Mb , 则 两 


直线 在 A ABC 内 的 交点 即 为 点 P. 
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ED 已 知人 4BC 是 边 长 为 1 的 正三 角形 ,D 是 边 8BC 上 一 点 且 
BD = p,r1,r2 分 别 是 个 4BD 和 公 ADC 的 内 切 圆 的 半径 .请 用 


p 表示 rir2, 并 求 mm 的 最 大 值 . 
(2000 年 朝鲜 数学 奥林匹克 ) 


解 ” 如 图 62, 在 公 4BD 中 ,由 余弦 定理 得 
AD = pr-p+l 


AD=VpP-p+1 
又 三 角形 的 面积 等 于 其 半 周 长 与 内 切 圆 半径 之 积 , 故 
lptVp -ptl.n = Sag = T x 1 p ` sin 60 
BU+p- $ pr-p+1) 
则 n= 
同 理 , 由 AADC 可 得 
BQ ol p-Vp' -p+1) = +1 
由 于 nn s L= v z +1 


Bu p = Lun BK. 


GB 已 知 D 是 人 4BC 的 边 4B 上 的 任意 -点 , 忆 是 边 4C 上 的 
任意 一 点 ,联结 DE, F 是 线段 DE LIER- A RA = x, 


AE DF 
ac = 7,D5 = z. 证 明 ， 


(1) Seapr = (1 - *)yzSaapc, 


Sacer = x(1-y)(1- z)Saasc: 


(2) J Sanr + V Saar < VÚ Sanc. 
(2003 年 中 国 女子 数学 奥林匹克 ) 


证 明 ”联结 BE,CD, 如 图 63 所 示 . 
(1) Sagor = zSeapg = z(1 — x)Sahpg = 
z(1 - x)ySAhagc 
Sacer = (1 - z)Saco = (1 -— z)(1 - y) Saso = 
(1 - z)(1 - y)xSaasc 
(2) 由 (1) 得 


第 一 章 有 关 直 线形 的 试题 
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ç SaB + P SAcEF = 
(F(x) + Vx- yz))Y Sa < 


(Crea rtra) ys = 
Saase 


GO i; AABC 的 三 边 长 分 别 为 4B = c,BC = a,CA = b,a, 
b,c 互 不 相等 ,4D, BE, CF 分 别 为 AABC 的 三 条 内 角 平 分 
线 , 且 DE = DF, 如 图 64 所 示 . 证 明 : 


(D se 


b+ e 


+a 
(2) Z BAC > W. 
(2003 年 中 国 女子 数学 奥林匹克 ) 


证 明 ”由 正弦 定理 得 


sin AFD AD _ AD _ sin ZAED 
sin ZFAD = FD 7 ED 7 sin Z DAE 


所 以 sin Z AFD = sin 人 AED, 故 人 AFD = 人 4ED, 或 人 4FD + 
ZAED = 180. 

Ë ZAFD = LAED, AADF 组 个 ADE ,得 AF = AE, T JE 
AAIF 8 AAIE, f) ZAFI = LAEI, Ai AAFC Q AAEB, k 
AC = 4B, 矛 盾 . 所 以 ZAFD + LAED = 1%F,A,F,D,E 四 点 共 
圆 ,于 是 人 DEC = ZDFA > Z ABC,fE CE 的 延长 线 上 取 一 点 P， 
使 得 CDPC = 人 B, 则 


PC = PE + CE ° 
H BFD = 人 PED, FD = ED 48 ABFD 8 APED, tk 
ac 
PE = BF = ,6 
VPC _ CD 
又 全 PCD ABCA, K Age = C4' 于 是 
ba 工 a? 
PO S 8 T T © 
aè? ac ab 
h O,OH k+c a+btce+a 
v a b è 
所 以 b+c e+ata+b 
(2) 由 (1) 知 
a _ b c 
b+c  e+ata+b 
所 以 


a(a +b)(a +c) = b(b +a)(b +c) + e(c+a)(c + b) 


A 


A 


图 63 


| 


如 
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a (a + b+ ce) = b(a + b + c) + (a + b + c) + abe > 
ba +b +c) + (a+ b+ c) 
故 ay b+ 
所 以 ,BAC > 90. 


GO 证 明 : 若 凸 四 边 形 ABCD 内 任意 一 点 P 到 四 条 边 4B, BC, 


CD, DA 的 距离 之 和 为 定 值 , 则 ABCD 是 平行 四 边 形 . 
(2003 年 中 国 西部 数学 奥林匹克 ) 


解 ”用 记号 d(P,1) 表示 点 到 直线 1 的 距离 . 先 证 明 一 个 
JIR: B SAT = a 是 一 个 定 角 , 和 SAT 内 一 动 点 P 到 45S,4T 的 距 
离 之 和 为 常数 m 的 轨迹 是 线段 BC, 其 中 ,B,C 分 别 在 4S,47 E, 
B AB = AC = zi B # 8 P £ A ABC 内 , 则 点 忆 到 两 边 48 ,47 
的 距离 之 和 小 于 m ZA PE AABC 外 , 则 点 已 到 两 边 4S ,47 的 
距离 之 和 大 于 m. 

引 理 的 证 明 : 事 实 上 ,由 Sarg + Sare = Sac Al 

d(P,AB) + d(P,AC) = m 

FA QE AABC A, H Sage + Sage < Seac, 得 
d(Q,AB) + d(Q,AC) < m 

# Q HE A ABC 外 ,由 Sag + Sagie > Seahsc, 得 
d(Q,AB) + d(Q,AC) > m 

引 理 得 证 .下 面 ,我 们 分 两 种 情形 讨论 ， 

1) 若 四 边 形 ABCD 的 两 组 对 边 都 不 平行 ,不 妨 设 BC 5 AD 相 
交 于 点 ,BA 与 CD 相交 于 点 E. 过 点 分 别 作 线段 41,1,, 使 得 | 
上 的 任意 一 点 到 AB, CD 的 距离 之 和 为 常数 ,1, 上 的 任意 一 点 到 
BC,AD 的 距离 之 和 为 常数 ,如 图 , 则 对 于 区 域 S 内 任意 一 点 Q@, 有 

d(P,AB) + d(P,BC) + d(P,CD) + d(P,DA) = 

d(Q,AB) + d(Q,BC) + d(Q,CD) + d(Q.DA) = 

[da(Q,4B) + d(Q,CD)] + [d(Q,BC) + 4(Q,DA)] > 

[d(P,4B) + d(P,CD)] + [d(P,BC) + d(P,DA)] 
FA! 

2) 四 边 形 ABCD 是 梯形 时 ,同样 可 以 推 得 矛盾 . 

于 是 ,我 们 得 到 四 边 形 ABCD 是 平行 四 边 形 . 
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GD i D E: A ABC 的 边 BC 上 的 一 点 ,点 P 在 线段 AD 上 ,过 
点 卫 作 一 直线 分 别 与 线段 48, PB 交 于 点 M, E, JRE AC, 


PC 的 延长 线 交 于 点 已 , N.E% DE = DF, 求 证 :DM = DN. 
(2004 年 中 国 东 南 地 区 数学 奥林匹克 ) 


证 明 ”对 公 A4MD 和 直线 BEP 用 梅 涅 劳 斯 定理 得 
AP.DE.MB | © 
PD EM ` BA = 
对 AAFD 和 直线 NCP 用 梅 涅 劳 斯 定理 得 


AC .EN DP _ 
CF ND ` PA ~! ° 


对 A AMF 和 直线 BDC 用 梅 涅 劳 斯 定理 得 
AB MD FC | @ 
BM ` DF ` CA `" 
0,0, RAR 
DE , EN , MD 
EM ` ND ` DF 
X DE = DF, 所 以 有 
DM _ DN 
DM - DE ” DN - DE 


=1 


所 以 DM = DN. 


GD 在 凸 四 边 形 48CD 中 ,4B = a,BC = b,CD = c,DA = 
d,AC = e,BD = f, 且 max|a,b,c,d,e,f| = 1. 求 abed 的 最 


大 值 . 
(2004 年 中 国 国家 集训 队 测 试题 ) 


解 下面 分 两 种 情形 讨论 . | 
1) 如 图 68, 当 e = f = 1 时 , 设 4C 5 BD 相交 于 点 E, 记 
AE = m,CE = n,BE = p,DE = q, 则 


m+n=p+g=1 | 


由 对 称 性 ,不 妨 设 p > m > n > 9, 易 知 mn > pq. 
# p < ĜE Stevan) 定理 得 


p? + mn = an + bm > 2ab Vmn 
q) + mn = èm + din > 2cdVmn 


所 以 4abcdmn < (p? + mn)(g + mn) = 
pP? + malp? + g?) + mr? = 
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mn + (mn - pq)? = 
mafi + [8 - 2z-)'] 


因为 mn < man). 下 ,又 当 x 与 1- x 越 接近 时 z(] - 


2)(0 <. < DÆK ab = (a+): (a= bD) ip < 


Baq=1-p% 


6, _ 5 


mən >a. 3 


于 是 /而 -了 <l < 1-3) ..-65 
mn 


Z 
所 以 abed < T [1 + (2 - 52] = 2 - 
着 p >a 
q + mn = èm + dn > 2ed V/m 
及 V mn > V pq > q 


得 2ed < 让 + /mm<29 + 二 (1(z) = 工 È satq tE 


By, 1 


递增 ) < 2(1 ~ = 4- 2⁄3 


所 以 cd < 2-43. 

又 0<a<1,0< bal, FË abcd < 2 - 53. 

当 A ABD 为 边 长 为 1 的 正三 角形 ,C 在 Z BAD 的 平分 线 上 ， 
且 4C = 1 时 ,等 号 成 立 . 

2) 4 min[e,f| < 1 时 : 

车 a,b,c,d 均 小 于 1, 则 此 时 恰 有 一 条 对 角 线 的 长 为 1. 不 妨 
设 e = AC = 1, 于 是 BD < 1. 

此 时 作 Z ABC 的 平分 线 的 反 向 延长 线 ,并 在 上 面 取 一 点 B'. 
易 知 一 4BB' , Z CBB' , Z DBB' 均 大 于 90?, 从 而 4B' > AB, CB' > 
CB,B'D > BD. 

取 点 B', 使 max! AB' , CB',DB'| = 1. 此 时 , 若 DB' = 1, 则 由 
1), 得 

abcd < 48 > B'C + cd < 2 - /3 
否则 若 AB' = 1 或 CB' = 1, 问题 转化 为 如 下 情形 ). 

Ë a,b,c,d 中 至 少 有 一 个 为 1, 不 妨 设 CD = c = 1. 

分 别 以 C,D 为 贺 心 ,1 为 半径 作 圆 弧 , 交 于 点 P( 与 4,8 在 
CD AW), U A,B 在 此 区 域 的 内 部 或 边界 上 . 
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EA B 在 区 域 的 内 部 , 作 Z ABC 的 平分 线 的 反 向 延长 线 , 交 
圆 弧 于 点 B , 若 点 4 在 区 域 的 内 部 , 作 X B'AD 的 平分 线 的 反 向 延 
长 线 , 交 圆 弧 于 点 A'( 若 点 A.B E E EM 3 E ,就 不 必 再 作 了 ,但 
A, B 不 可 能 同时 在 幸 弧 上 ). 

车 及 ,4' 分 别 在 CP, DP 上 .因为 4B < 4B' < 4'B',BC < 
B'C,AD < 4'D, 且 等 号 不 可 能 同时 成 立 ,而 4'C = B'D = 1, 于 是 
H 1) 知 

abcd < A'B' BC:CD:DA' < 2 - /5 

车 局 ,4' 在 同一 条 圆 弧 上 , 不妨 设 在 DP k. 此 时 A'R < 

4'P. 把 及 调整 到 P, 由 1) 得 
abcd < A'P. PC * CD. DA < 2 - /3 
综 上 便 知 ,abed 的 最 大 值 为 2 -V3. 


(3 A D,E, F AIER A ABC 的 边 BC, CA, AB 上 ( 均 不 
是 端点 ) ,满足 EF // BC,D, 是 边 BC 上 一 点 (不 同 于 B,D, 
C), Ù} D, Œ D,E, // DE, D, F, VDF, 分 别 交 4C,4B 两 边 于 


点 E, 证 ,联结 EF, HE BC 上 方 (与 4 同 侧 ) 作 A PBC, 使 
得 入 PBCw ADEF ,联结 PD1, 求 证 : EF , E, F, PD, 三 线 共 点 . 
(2004 年 中 国 国家 队 选 拔 赛 试 题 ) 


证 明 ”如 图 72, 记 PD, D,E, D, F, 分 别 交 EF FD, Ez, F, 
则 只 须 证 明 E, Da, F, 三 点 共 线 . 
因为 AE D Co AERE, k 


DE _ D.C 

EE, 7 EE; ° 
Hh AF FR A F.BD.,f3 

PF, _ FF, 

F,D, ` BD, ° 


因为 人 PBC 和 AD E; F, 都 相似 于 人 DEF, 且 它们 的 对 应 边 平 
行 , 故 公 PBC 人 DiE2F,, 且 对 应 边 平行 ,从 而 PD, 和 DiD: 是 这 
对 相似 三 角形 中 处 于 对 应 位 置 的 线段 , 故 
E,D, _ BD, 
DF ` DiC 
将 四, 加,@ RHR, 并 注意 到 EE, = DD, = 
DD, E,E fl DD, FF 都 是 平行 四 边 形 ) ,得 出 
DIE ED, FF DC.,BD FF, FF 
EE, D>sF, FiD:™ EE;  D,C ` BD, ` EE,™ 


@ 


FF,( 四 边 形 | 


好 
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故 对 A D, E:F, 由 梅 涅 劳 斯 定理 的 逆 定 理 知 E, , D, F, 三 点 共 
线 , 这 就 完成 了 证 明 . 


O a,b,c 是 周 长 不 超过 2x 的 三 角形 的 三 条 边 长 .证 明 : 


KA sin a ,sin b ,sin c 的 三 条 线段 可 构成 三 角形 . 
(2004 年 中 国 国家 队 选 拔 赛 试题 ) 


证 法 1 由 已 知 条件 易 知 0 < a,b,c < x, H sin a,sin b, 
sin c 都 是 正 数 , 且 
lcosal<l,lcosbl<1,lcoscl<l ° 
不 妨 设 sin a < sin b < sin c. 


着 a = 2M b=c= 到 ,结论 显然 成 立 . 


以 下 设 a Z 于 ,我 们 分 两 种 情形 讨论 ， 
1) 设 a+5+c = 2x, 则 (利用 中) 
sin ¢ = sin(2r - a - b) =- sin(a + b) < 
sin a +| cos b |+ sin b +| cos a | < 
sin a + sin b 
结论 得 证 . 
2) 设 a+b+c < 2x. 由 于 a,b,c 为 三 角形 的 三 边 长 , 故 存在 
一 个 三 面 角 使 得 a,b,c 分 别 为 其 面 角 . 如 图 73 所 示 , OR, OP, 0Q 
不 在 同一 平面 上 , 00 = OP = OR = 1, 人 Q0R = a,ZQ0P = b, 
Z P0R = c. 过 Q 作 平 面 POR ER, EEH Ht HOR 的 垂 


R, EEH C. QOH = e, ZH0R = 90, 则 0 < p < 2.0 < 0 
< 2r. 由 勾 股 定理 ,得 
sin a = QG = V QH? + CH = V sino + co g .sin2b = 


sin'0 + simp * co20 > sin 8 | © 
类 似 地 有 
sin b = v sin?(c - 0) + sing * co2(0 - c) >1sin(c - 0)1 
@ 
我 们 断言 ,@ 和 @ 中 的 等 号 不 能 同时 成 立 . 若 不 然 ,由 sinp #0 
得 ceb= cos(c - 0) =0. 故 0 = E RE. -0 223R- Fa 


这 与 0 < c < r 相 违 .因此 ,由 @,@ 得 
sina+snb>lsnbli+isin(c-0)1> 
Isin(0 + c - 0) |= sin c 


综 上 ,结论 得 证 . 


Q 


0 Ç R 


图 73 
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证 法 2 由 已 知 条 件 易 知 0 < a,b,c < x, 故 sin a,sin b ,sin | 
< 都 是 正 数 .此 外 ,我 们 有 


b-c a+b+ x 
及 0 < 和 二 < ES 
4 4 <2 
从 而 cos 5 > cos £ > 0 
及 sint- sin $ sar. 
因此 
sin a + sin b = 2sin E . cos254 > 2sin È- cos $ = sin c 


同 理 ,sin a + sin c > sin b,sin b + sin c > sin a. 故 命题 得 证 . 


GD 已 知 等 腰 人 4BC 的 边 长 BC = a, AB = AC = b,M, N4 
别 是 边 AC 和 4B 上 的 动 点 ,满足 oz -+ AM + AN = b? + BN- 


CW ,直线 BM 和 CN 相交 于 点 已, 求 动 点 P 的 轨迹 . 
(2004 年 中 国 国家 集训 队 训练 题 ) 


$ ”如 图 74, 作 一 4Cif' = 人 BCN, 过 及 作 MM' // BC, 交 | 

AC F M',W AM" = AM',BM" = CM' ,所 以 
AM" Sascw _ AC > sin Z ACM” 
MB ` Sagpcw BC > sin Z BCM" 


AN _ Sasy _ AC : sin Z ACN 
NB = Sase = BC + sin Z BCN 


因为 LACM" = 人 BCN, 所 以 人 BCM = 人 ACN, 故 


又 因为 We AR = 5 


所 以 MC = C 
BUL. M.M' ER. 
因为 BM"MC 为 等 腰 梯 形 , 所 以 人 M'CM = 人 MBM" = 
Z BCN, 所 以 人 BNP o A CNB, 所 以 人 NPB = 人 NBC, 于 是 
LBPC = 18 - Z ABC. 
所 以 ,点 已 在 以 BC 为 弦 , 张 角 为 180P - Z ABC 的 一 段 弧 上 . 
又 对 此 弧 上 的 任意 一 点 P, 延 长 BP 交 4C FM, 1E% CP ZAB 
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于 N, 可 知 
AM : AN : aè = BN CM b2 
所 以 ,点 书 的 轨迹 是 以 BC 为 弦 , 张 角 为 180 - Z ABC 的 一 段 
弧 (在 A ABC 内 部 ). 


D AABC 在 平面 x 上 , 周 长 为 3+ 2y3 ,在 平面 zx 上 与 全 4BC 
全 等 的 三 角形 内 部 或 边界 上 至 少 有 一 个 整 点 ,证 明 :和 4BC 


是 等 边 三 角形 . 
(2004 年 中 国 国家 队 培训 题 ) 


证 明 设 人 4BC 的 边 长 为 a > b > c, 对 应 的 高 分 别 为 has 
hsh MRA S. 
如 图 75, 若 h。< 1, 则 将 公 4BC 放 在 直线 y = 0 及 y = 1 之 间 ， 
可 知 AABC 内 无 整 点 ,矛盾 ! 
FEA, ha > 1. 
此 时 在 全 4BC 的 边 4B ,4C 上 分 别 取 点 D,E, 如 图 76 所 示 , 使 
DE // BC 且 DE, BC 间 的 距离 为 1, 我 人 有 DE > 1, 即 
he.-l 
M a 
若 不 然 , 则 DE < 1, 如 图 77 放置 OABC, F, G 为 相 邻 整 点 ，| 
FG = 1,D,E fEF,G Zl]. WX a > b > c,#k Z ABC, ZACB EJ 
为 锐角 ,因而 此 时 A ABC 内 部 除 BC 上 有 整 点 外 再 无 其 他 整 点 . 若 
将 A ABC 向 上 平移 足够 小 的 单位 ,可 知 A ABC 内 无 整 点 ,矛盾 ! 


所 以 DE > 1, ha 


uD 


a 
h> 7-1 


而 h = 25 Br 


2 
AE E sl 2 
a-i a-1 
因为 a > b> c,a+b+c=3+2Y3, 所 以 
245 


a>l+ 3 


2 
s< |, 268) =1+ 强 ( 周 长 一 定时 ,等 边 三 角形 面积 


了 


DIYIZHANG YOUGUAN ZHIXIANXING DE SHITI 


28. L. 2-2 B 
3 
故 -BaBy 


可 知 A ABC 为 等 边 三 角形 . 

X 814 A ABC 为 等 边 三 角形 时 ,如 图 78 所 示 , 作 出 全 4BC 的 
内 接 正方 形 ,可 知 DE = 1,3} AABC 的 任何 位 置 , 它 截 网 格 线 至 
少 有 一 条 长 不 小 于 1, 从 而 A ABC 内 至 少 有 一 整 点 . 

综 上 知 , 公 4BC 为 正三 角形 . 


CED i E H a HIÉ ABCD 的 对 角 线 的 交点 . Fi, F>, FF; 分 别 
为 人 4BE, 公 CDE, 四 边 形 ABCD 的 面积 . 证 明 : V F, + 


VF, < V 下 ,等 号 何 时 成 立 ? 
(2004 年 中 国 国家 集训 队 训练 题 ) 


证 明 ” 记 a,5,c,d 分 别 为 E4,EB,EC,ED 的 长 度 , 如 图 79 
所 示 , 则 


F, = Saame = — 2 ç ° Soane = 
a Dia AA 
+c b+d Sasco 
c 


同 理 F, = pa Sun 
因此 F. + / F; < V Fe V ab +V cd < Vla + c)( + d) 
由 柯 西 (Cauchy) 不 等 式 
(a + c)(b + d) > (Vab + Vcd)? 


BR 484 = q BD ad = be, Sann = Sagsc 也 就 是 Saro = 
Saasc| BB AB // CD 时 等 号 成 立 . 


故 原 不 等 式 成 立 , 当 且 仅 当 4B // CD 时 等 号 成 立 . 


@Ə 已 知 一 个 凸 多 边 形 x 的 边 长 和 对 角 线 均 为 有 理 数 , 凸 多 
边 形 x 被 它 的 所 有 对 角 线 分 成 一 些小 凸 多 边 形 , 证 明 这 些小 | 


凸 多 边 形 的 边 长 都 是 有 理 数 . 
(2004 年 中 国 国家 集训 队 训 练 题 ) 


证 明 设 x = 4142…Ahn(n 宇 3). 当 n=3 时 很 平凡 ,我 们 只 
须 考虑 n > 4 时 的 情况 .为 了 证 明 结论 .引入 下 面 的 引 理 : 设 凸 四 
边 形 ABCD 的 边 和 对 角 线 都 是 有 理 数 . 若 线段 4C 和 BD 交 于 点 已， 
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图 79 
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则 线段 4P, BP, CP, DP 的 长 度 都 是 有 理 数 . 

引 理 的 证 明 :如 图 80 所 示 , 设 人 DAP = 41, 人 BAP = A, Ñ 
余弦 定理 易 知 cos Aj, cos 4a,cos( A; + A2) 都 是 有 理 数 ,再 由 和 差 
化 积 公式 ,得 

sin Á) * sin À2 = cos Á; * cos À> — cos( Á + A2) 


Bp sin À) ° sin Aç 是 有 理 数 ,所 以 


sin Az _ sin ha ° sin À, _ sin A2 * sin Ay 
sin4 si A, 1 - cos? Á) 

是 有 理 数 . 

由 共 边 定理 , 知 

r x zi 

LEPI Same _ 2 1AB 1+1 AP 1> sin A2 MEAL T 
1 PD1 Sap 二 1M4D 1+1 AP 1- sin A 1 AD |> sin A; 
LBP | 是 有 
Bp | 是 有 理 数 . 


因为 1 BP 1+1 PD |=|1 BD | 是 有 理 数 ,所 以 | BP |, 1 PD | 
都 是 有 理 数 , 同 理 可 得 | AP |, | PC | 是 有 理 数 .于 是 , 引 理 得 证 . 

由 引 理 知 , 当 x 是 凸 四边形 时 ,结论 显然 成 立 .下 设 AAA < 
i<j<n) 是 x 的 一 条 对 角 线 ,CI,C,,C3,…,C 是 对 角 线 4.4; 上 
连续 的 分 点 (CI 是 离 点 A, 最 近 的 分 点 ,Cn 离 点 4 H). 线段 
CCnl < 1 < m - 1) 是 分 割 所 得 多 边 形 的 边 . 设 C, 是 对 角 线 | 
AA, AA, 的 交点 , 则 四 边 形 AAAA, 满足 引 理 条 件 , 所 以 线段 A.C, 
M CA; 的 长 度 为 有 理 数 .类 似 地 , 4;C1 ,4;C，，…, ACn 的 长 度 都 是 
有 理 数 ,从 而 CC = AC - AC. 是 有 理 数 .由 i,j, l 的 任意 性 
可 知 ,分 割 后 所 有 的 小 凸 多 边 形 的 边 长 都 是 有 理 数 . 即 原 命题 得 
证 . 


GD 在 人 4BC 中 ,人 4 = 9%P,AC > 4B. 我 们 在 边 4C 上 取 点 
E,W BC 上 取 点 DD, 使 得 AB = AE = BD. 求 证 :人 ADE = 


90 的 充分 必要 条 件 是 4B : AC :BC = 3:4:5. 
(2004 年 中 国 国家 集训 队 训 练 题 ) 


证 明 ”如 图 82, 取 AE 中 点 下 ,联结 BF, 则 


ZADE = WDF = 4E DF = AF 
又 BA = BD, BF 为 公共 边 ,所 以 
DF = AFƏSAABF 2 ADBF 


X AABF 2 ADBFe LABF = Z DBF 
ZABD = 2/ ABF 
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| 
LABD = 2arctan $ = arctan $ 


所 以 ZADE = We LABD = arcian Fe 
AB:AC: BC = 3:4:5 


GO A ABC 的 边 BC 和 边 4C 分 别 取 定 长 a 和 ,而 边 AB 的 长 
度 可 变动 .以 边 AB 作为 正方 形 的 一 边 向 三 角形 外 作 正 方形 . 


设 0 是 所 作 正 方形 的 中 心 .并 设 BC 和 4C 的 中 点 分 别 为 W 和 
NARR OM + ON 的 最 大 值 . 
(2004 年 中 国 国家 集训 队 训练 题 ) 


解 ” 如 图 83, 设 正方 形 为 4BDE, 则 OM = SË, oN = GD 


.所 
以 
OM + ON = (CD + CE) 
设 4B = c, 则 BD = AE = c,AD = BE = V2c. 对 四 边 形 
ACBD 用 广义 托 勒 密 定理 得 


CD: c < AC: c + BC - /2c O | 
所 以 CD < AC +/2BC | 
即 CD < b +2a | 
类 似 ,对 四 边 形 ACBE 用 广义 托 勒 密 定理 得 | 
CE: c < BC: c+ AC - /2c @ 

即 CE < a+V2b 


所 以 OM + ON = 3 (CD + CE) < 2 


又 当 人 ACB = 139? 时 ,4,C,B,D, 忆 五 点 共 圆 ,中 ,@ 的 等 号 
均 可 成 立 .所 以 | 


(OM + ON)... = 


GD 给 定 凸 四 边 形 4BCD. 若 在 四 边 形 ABCD 内 有 点 及 ,使 得 
ZA AMB 和 À CHD 为 等 腰 三 角形 ( 即 AM = MB, CM = MD), 


F ZX AMB = Z CMD = 120?. 试 证 存在 一 点 N, E A BNC 和 
ADNA 都 是 正三 角形 . 
(2004 年 中 国 国家 集训 队 训 练 题 ) 


证 明 ” 先 证 明 一 个 引 理 :在 复 平面 上 , 公 PQR 为 正三 角形 的 
充 要 条 件 是 
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zp + wzo + wR = ORÈ zp + win + wzo = 0 e° 
其 中 ,w = ef. 
引 理 的 证 明 : 
充分 性 : 若 中 两 式 之 一 成 立 ,不 妨 设 前 式 成 立 , 则 
zp — zq =- (w + 1)zo -w= wi(zo — za) 
所 以 l zp - zg | =l z9 za! 
即 PQ = QR. 


同 理 PQ = PR, 所 以 A PQR 为 正三 角形 . 

必要 性 :车 A PQR 为 正三 角形 ,不 妨 设 P,0,R 逆 时 针 排列 ， 
则 将 本 amete NOR, 

zp — zg = @(zg — zp) 

所 以 z + wg- (w + 1)zp = zq + @zg + wz = O 
即 zp+ wzo + wzR=0 

引 理 得 证 . 

下 面 回 到 原 题 . 

以 M 为 原点 建立 复 平面 .因为 

MA = MB,ZAMB = 12p,MHC = MD, Z CMD = 120 
HRH A,B,C,D 逆 时 排列 , 则 


zg = az4yzD = wac © 
取 点 N ## A BCN 为 正三 角形 , 则 
zp + wac + wzy = 0 @ 


将 @ 代 入 得 
wa+zp+wzw=0 


所 以 ADNA 为 正三 角形 . 


GD 设 CM 和 BN 为 人 ABC 的 中 线 ,在 边 AB RAC 上 可 分 别 
取 点 P 及 Q, 使 得 人 4CB 的 角 平 分 线 也 是 人 MCP 的 角 平 分 


R. H 人 4BC 的 角 平 分 线 也 是 ZNB 的 角 平 分 线 . 试问 
AP = AQ EBUR A ABC 为 等 腰 三 角形 ? 
《2004 年 中 国 国家 集训 队 训练 题 ) 


解 ”如 图 85, 设 AABC 三 边 分 别 为 ac,b,c. 由 于 ZACB 和 
LMC 的 平分 线 重合 .所 以 
LACM = LBCP,LBCM = LACP 
由 正弦 定理 知 


sin BAC MC _ sin Z ABC 
sin LACM ` AM ` sin 人 BCM 
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因此 sin Z ACM sin Z BAC _ a 
sin Z BCM ` sin ZABC ” b 
x LBCP = LACM, LACP = Z BCM 
所 以 sin Z BCP _ sin LACM _ a 
sin ZACP ` sin LBCM ` b 
pc . sn LACP 
AP _ sin Z BAC _ sin ZACP ,sin ZABC _ b,b _ Ë 
PB © pç. sin Z BCP ™ sin ZBCP sin ZBAC a a Të 
sin Z ABC 
因此 AP = AB ` —Ë° É 
= 
2 
c 
同 理 =b ë 
" b? Ê 
所 以 AP = hQ0oc a, p i 


b c 2 kasii 2 
= — eab + be? = a'c + b'c 
ae 


(b -= c)(a? -bc)=0 e° 
故 OABC 不 一 定 为 等 腰 三 角形 ,例如 , 当 a = 6,b = 4,c = 9 
时 式 @ 成 立 ,但 a,b,c 两 两 不 等 . 


E i%AABC 为 锐角 三 角形 , 它 的 外 心 为 0, 将 A A0C 的 
外 心 记 为 7, 将 边 AC 的 中 点 记 为 瞩 .在 边 AB 和 BC 上 分 别 取 


点 DD 和 ,使 得 人 BDM = 人 BEM = 人 ABC. 证 明 : BT | DE. 
(2004 年 俄罗斯 数学 奥林匹克 ) 


证 明 ”由 于 点 D 和 EE 分 别 位 于 人 4BC 的 边 4B 和 BC 上 ,所 
以 人 4BC 为 三 角形 中 的 最 大 角 . 因 此 和 40C = 2 人 4BC > 120 ,并 
HA 0 和 了 分 别 位 于 4C 的 两 侧 , 如 图 86 所 示 . 

设 直线 ME 和 MD 分 别 与 直线 4B 和 BC 相交 于 点 X 和 Y, 如 图 
86 所 示 . 由 于 A ABC 为 锐角 三 角形 ,所 以 点 对 和 了 分 别 位 于 边 B4 
和 BC 的 延长 线 上 (分 别 在 点 4 和 CC 的 外 侧 ). 于 是 

Z DXM = 180p - ZABE - LBEM = 180 - 2 一 4BC 
同 理 Z EYM = 180 - 2⁄Z ABC 
所 以 四 边 形 DEYX 内 接 于 圆 , 从 而 BED = Z BXY. 

显然 点 0,M,7 都 在 边 4C 的 中 垂 线 上 ,又 由 于 了 是 全 40C 的 
外 心 ,所 以 ZATM = 2 人 4C0 ,于 是 

LATM = 2(9P - LMOC) = 2(90? - Z ABC) 
因此 0 是 入 4BC 的 外 心 .从 而 
Z ATM = 180 - 2Z ABC = ZAXM 
故 知 四 边 形 AMTX 可 内 接 于 圆 .因为 人 AMT = 90P, 所 以 人 AXT = 
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LAMT = 90. 同 理 人 CYT = 9 , 故 知 四 边 形 BXTY 亦 可 内 接 于 
圆 ,并 且 
LTBY = LTXY = W - Z BXY 
因而 得 知 
LBED + Z TBE = LBXY + (90 - Z BXY) = 9 
即 得 所 证 . 


6D 已 知 正人 4BC 内 一 点 D, 满 足 Z ADC = 150P. 证 明 :由 线 


段 AD, BD, CD 为 边 构成 的 三 角形 是 直角 三 角形 . 
(2003 年 北欧 数学 竞赛 ) 


证 明 ”如 图 87, 作 人 D4B = 人 DAC. 取 AD' = AD, W 
AADC 组 人 4D'B. 故 D'B = DC. 
因为 
LD'AD = LD'AB + Z BAD = 
Z DAC + ZX BAD = ZX BAC = 61 
且 AD' = AD, 所 以 ,全 4D'D 是 正三 角形 . 故 
D'D = AD, ZAD'D = 6D 
x LBD'D = ZAD'B - ZAD'D = 
LADC - ZAD'D = 150 - 60 = 9° 
所 以 ,全 IDB 是 直角 三 角形 , 且 D'B = DC,D'D = AD. 
因此 ,4D, BD, CD 可 以 组 成 一 个 直角 三 角形 . 


GD A ABC 的 外 心 是 0 ,三 条 高 线 AH, BK, CL 的 垂 足 分 别 为 
H,K,L, Ao, Bo, Co 分 别 是 AH , BK , CL 的 中 点 .以 了 为 圆心 的 
内 切 圆 分 别 切 A ABC HE BC, CA, AB FAD, E, F. WEB; 


AoD, BoE, CoF,O1 四 线 共 点 .( 当 0,1 重合 时 ,直线 O1 视 作 
任 一 条 过 点 0 的 直线 ) 
(2003 年 国际 数学 奥林匹克 越南 国家 队 选 拔 赛 试题 ) 


证 明 MO R = 1, 则 有 
CH = 2sin B + cos C 
CD = sin A + sin B — sin C 
CM = sin 4 
OM = cos 4 


ID = r = dsin Š + sin É - sin Š 


2 2 
AH = 2sin B > sin C 
如 图 88, 以 H AER, BC 为 x 轴 建 立 直角 坐标 系 . 易 知 


图 87 
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Ol2sin B + cos C — sin A,cos A) 
I(2sin B + cos C — sin A — sin B + sin C, 
4sin À ` sin Z - sin £) 
D(2sin B » cos C — sin A — sin B + sin C,0) 
4o(0,sin B + sin C) 
Ë T = OI D AoD,T = À0 + (1 - 2)1,2 ER. 所 以 ,有 


T(2sin B + cos C — sin A + (1 — A)(sin C — sinB), 
c 
2) 


À ° cos À + 4(1 - 2)sin 4. si 8 ` sin 
直线 4oD 的 方程 为 


y x e 
sin B + sin C * Zin B > cos C — sin A — sin B + sin C “ Í 


R 
2sin B +: cos C — sin A + (1 — à )(sin C — sin B) 


TE ADe Cin B-coe C —sinA—sinB+en C "le 
A + eos A +40- A)sin sin sn 
sin B * sin C š 
A(sin C — sin B) 
2sin B + cos C — sin À — sin B + sin C? 
A seos 4+401- sin 2 -sing esing 
4inË esin E» co 2 ec f 
2 2 2 7 
A ,2sin Fe. co CAE 
sin B -sin Ê- sin 2E? 
2 2 2 
À; eos A + (1 — A)sin 2 -sinB -sing = 
-2A ° sin -oos E ' cos —Asin À + sind -sin £ = 


2(4sin 4 in "sin 了 一 
人 
2sin A cos $ ° cos £ — eos A) 


所 以 ,4oD, Bo E, Co F, OI 四 线 共 点 的 充分 必要 条 件 是 


2sin À ` cos $ ` cos Ç + cos A = sin% ` cos Ç - cos Ó + cos B = 


2sin $ - cos 4 “eos + cos C 


上 式 易 证 . 
因此 ,4oD , BoE, CoF ,01 四 线 共 点 . 
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EB M,N,P 分 别 是 人 4BC 的 三 边 BC,CA,AB 的 中 点 ,Mi， 
NisPi 在 AABC 的 边 上 , 且 满 足 MMi, NN, PP, 分 别 平分 
A ABC HAK. WEH: 

(1) MMi, NN1, PP, 交 于 同一 点 K; 


KA KB KC š: 
YUS A 


1 
B 
(2003 年 国际 数学 奥林匹克 越南 国家 队 选 拔 赛 试题 ) 


证 明 (1) 如 图 89, 不 妨 设 BC = a,AB = c,AC = b, H. 
a >c > b. M,N,P H AABC 三 边 中 点 ,有 


b+c c 
PM, PM, PM 2 -2 _ b 
PN ` BM ` BM, b+c “bte 
2 
PM, b 
故 MN” c 
NP, a MN, _ c 
同 理 PM " b 'NP ` a 
N. 
所 以 PM: NPs MN, _ | 


M:N PM ` MP 7 
因此 , MMi, NNi, PP, 交 于 同一 点 K. 


O mE = 二 = DA NU, MM, 3 Z PMN 的 平分 线 . 

同 理 , NN, PP, 也 是 A MNP 的 角 平分 线 . 

所 以 ,KR 为 A MNP 的 内 心 . 

记 p, R, r 分别 为 A4BC 的 半 周 长 和 外 接 加 ,内 切 加 的 半径 ， 
设 A4B=x+y,BC =y+z,CA=z+x. 则 


r = 4R: sin À -sing = sin Ç = 
e= bas - /= 
p Np 


2 Pb? dbe? 


= 16 p? 7 l6pxzyz 
网 
KP = —— = 2R : sin + * sin > 
2ein§ 2 


由 于 P 28 AB 的 中 点 , 则 有 
2(4K2 + BK?) = cz + 4KP2 


m ARa BR [+ (aR -sin £ .sin2)] 
同 理 可 得 
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K? + CK? = 二 [or (4R - sin Ë - sin £)] 


CK + AK = [+ (4R、 sing. -sin 4)] 
所 以 


AK? + BK? + CK? = 4 (De + 1682 - Deit 4 sim) 


Ae gN 


Ije > 1+[ >e + 16R2 + Dsin 4 人 .sin B)o 
Da? > 112R- 27 (1 - cos 4)(1- cos B) = 
12R2 . xe O c)? b- (a-c)? 


假设 4K < 


2 
sr: D 25 -3:5 Zo 
p'a? > 3: D abz = 3: >)(y + z)(z + x)zes 
la tyta)? + y + 2 + xy + yz + zx) > 
3(x + y + z)(x2 + y? + Z) + 9xyzes 
(x + y + z)(zy + yz + zx) > 
(x + y + z)(2Z2 + y? + Z - zy - yz - Zm) + 9zyze> 
Daly + z) +3ayz > Dx + 6zyze 
Dy + z) > 27 + 3xyz 
Ha > chb WE y > z > x. 
Dx + 3xyz - 27 32(y + z) = 
x(x— y)(z -= z) + y(y - z)(y- z) + z(z-z)(z - y) = 
x(y- x)(z -z)+(y- z) - sy- 2 + xz) = 
x(y- x)(z - z) + (y - z)(y+z- x)> 0 
矛盾 . 


AK BK CK 
Bie 10 in 中 必 有 一 个 不 小 于 上 


CD 证明: 任何 一 个 三 角形 可 以 被 分 割 成 三 个 多 边 形 (包括 
三 角形 ) ,其 中 之 一 为 钝 角 三 角形 , 且 能 重新 拼 为 一 个 矩形 (多 


边 形 允 许 被 翻转 ). 
(2003 年 俄罗斯 数学 奥林匹克 ) 


证 明 ”车 为 等 腰 三 角形 (图 90), 取 底 边 中 点 和 底 边 另 一 点 ， 
联结 顶点 和 底 边 上 这 两 个 点 ,把 三 角形 分 为 三 部 分 ,其 中 之 一 为 


p E C 


图 9 
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钝 角 三 角形 , 且 能 按 图 91 方法 拼 成 矩形 . AB) (D) 
若 为 非 等 腰 三 角形 (图 92), 设 人 4 为 其 最 大 的 角 . 作 AD | 
BC 于 点 也, 在 线段 BD LEAM, MD = DC, 设 BM , AB 的 中 点 
分 别 为 E,F, 联 结 EF. W| A BEF , AADC ,四 边 形 ADEF 可 按 图 93 
方法 拼 成 矩形 , 且 易 知 人 BEF 为 钝 角 三 角形 . 


Dy 
6D 已 知人 4BC 中 ,人 人 C 为 直角 ,也 为 边 4C 上 一 点 ,KK 为 边 图 91 
BD 上 一 点 , 且 人 ABC = 人 KAD = 人 AKD. 证 明 : BK = 2DC. 4 
(2003 年 俄罗斯 数学 奥林匹克 ) 
S 
证 明 ”如 图 9, 设 ABC = a, W ZKAD = ZAKD = a, A 
Z BDC = 2a. 从 而 BEEM D C 
BK = AB sin ~ 2a) 图 多 
x D 
CD = BD ` cos 2a = MB sin(9F a). oos 2a ý 
sin 2a 
即 证 sin(9 -2a) - 2 ,sin(90 ~ a) .oos 2a 
A sin a x sin 2a NS 
亦 即 证 sin 2a = 2sin a * cos a D DF y 
这 是 显而易见 的 ,因此 BK = 2DC. 
图 93 
GD 将 平面 过 点 0 的 n(n > 2) 条 直线 作 上 标记 ,对 于 任意 如 Ñ 
上 过 点 0 的 两 条 直线 ,总 存在 一 条 作 过 标记 的 直线 平分 这 两 
条 直线 所 成 的 角 .证 明 :这 n 条 直线 满足 相 邻 直线 的 夹 角 相 
等 . 
(2003 年 俄罗斯 数学 奥林匹克 ) 
C 4 


证 明 “车 结 论 不 成 立 ,假设 m 条 直线 所 分 角 中 最 小 者 为 e ,与 | 

a 相 邻 的 角 为 B, 且 B > a. 如 图 95 所 示 . 
因为 人 40C 中 无 另外 的 直线 ,所 以 ,关于 44' ,CC' 存在 直线 | 

DD' ,使 得 | 
Zcop = == 


关于 BB' , CC 存在 直线 Ex ,使 得 
LEo4 = 58- 


矛盾 . 
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CD 已 知 凸 四 边 形 ABCD 的 对 角 线 4C 上 一 点 K, 满 足 KD = 
DC, LBAC = 4 ZKDC, Z DAC = $Z KBC. WE: KDA = 


Z BCA È Z KDA = 人 KB'4. 
(2003 年 俄罗斯 数学 奥林匹克 ) 


证 明 ”首先 确定 4,C,D,K 四 个 点 满足 题 设 .再 确定 点 B 的 位 
m. 
如 图 %, 在 DH 上 取 点 0,B' ,使 得 
LKOH = 28, ZHAB' = a 
不 妨 设 OK = OC = 1, 则 
OH = cos 28, KH = sin 28 


从 而 DH = sin 28 * cot a 
AH = DH > cot B = 2cos28 + cot a 
HB' = AH + tan a = 2cos28 = 1 + cos 28 
则 OB' = 1,ZKB'C = 28,ZKB'H = 8 
从 而 Z AB'K = %P -a - B = ZADK 


另外 ,满足 Z KBC = 28 的 另 一 点 及 ,有 
LKCB = Z KB'B = 9% - a - B = ZADK 


GD ERAABC P, ZA = 9 ,人 4 的 平分 线 交 边 BC 于 点 D， 
点 也 在 边 48,4C 上 的 投影 分 别 为 P,0. 若 BO XDP FAM, 


CP 交 DQ 于 点 N,BQ XCP 于 点 及, 证明: (1) PM = DN; 
(2) MN // BC;(3) AH | BC. 
(2003 年 罗马 尼 亚 数 学 奥林匹克 ) 


证 明 ”如 图 97. 
(1) 易 知 ,四 边 形 APDO 是 正方 形 . 
因为 A 人 BPMw ABAQ,ACND WD ACPB,ACDO WN A CBA, 


则 
PM _ BP 
40 = BA R 
DN _ CD _ DQ j 
HBP = CB = BÀ X 
DN _ BP 
DQ = BA p 
H 0, É AQ = DO, 得 PM = DN. 
(2) 因为 PD // CC ,所 以 
PN _ DN @ 


NC = NQ 
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由 于 DN = PM,NQ = DQ - DN = PD - PM = MD, 代 入 @ 得 
PN _ PM 


NC "` MD 
# MN // BC. 
(3) AAPM 2 À PDN. Ë: PC 5 AM ZFA E,W 
LAEP = Z EPM + Z PME = LNPD + ZPND = 9 
# NH | AM. 
同 理 可 证 , MH | AN. i H E: A AMN WE, AH | MN. 
H MN // BC 和,AH | BC. 


D 一 个 凸 多 边 形 已 被 它 所 有 的 对 角 线 分 成 一 些小 凸 多 边 
形 , 且 P 满足 : 它 的 所 有 的 边 和 对 角 线 的 长 度 都 为 有 理 数 .证 


明 : 所 有 小 凸 多 边 形 的 边 长 都 是 有 理 数 . 
(2003 年 美国 数学 奥林匹克 ) 


证 明 1) 当 P 是 是 四边形 时 ,由 已 知 ,4B, BC, CD, DA 都 是 
有 理 数 .如 图 98 所 示 , 设 AC, BD 交 于 点 已 ,延长 D4 ,CB 交 于 点 1， 
WEAF | BC,DG | BC, 垂 足 分 别 为 ,GC, 作 4AH | DG F H. 

在 公 4BC 中 , 设 A4B = c,BC = a,CA = b. 

则 BF + FC = BC = a 
BF? - FC? = (AB? - AF2) - (AC - AF2) = 
AB? - AC = è- 2 
2 


两 式 相 除 得 BF - FC = 
由 于 a,b,cEQ, 故 
(BF + FC) € Q,(BF - FC) € Q 
从 而 , BF, FC € Q. 同 理 ,BC,CCE Q. 
X AF + DH = DG, 所 以 
AB? - BF? + V AD? - AR? = V CD - CC 
it AB? - BF? = p,AD? - AR? = q,CD? - CÈ = r, 则 
Jp +Y9 = Jr 
其 中 ,p,q,r E Q. 两 边 平方 ,得 
p +q +2Vpg SE 


a 


于 是 ,V pg € Q. 
F 进而 VP -2 
同 理 ,V gr € OAN, y PA EQ. 


因为 /5 = AF J7 = DC MAE € Q. 
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M_IF_APF Uoo 
Xip = G = pe; S Qc € Q. 
由 于 4D, FG € Q, 且 

” AD IF FG 


AP IF 1 


D7 DH 了 到 
故 ID,1G € Q. 进 而 ,14,1B8,1C € Q. 
因为 直线 CEA 截 人 1BD ,由 梅 涅 劳 斯 定理 ,有 
IC BE .DA 


BID, ËP € Q, BE, ED € Q. 

同 理 ,4E, EC € Q. 

2) X n WÉ A Aro An 的 任 一 条 对 角 线 hh;, 设 AA. 被 其 他 
对 角 线 截 得 的 点 为 Bi, B25, Bms RIE A;B, Bi B25, Bnhj 都 
是 有 理 数 , 即 AB. AB... AA; 都 是 有 理 数 . 

设 Bi E AA; S AAA, 的 交点 . 则 四 边 形 AAAA, 的 各 边 及 各 对 
角 线 的 长 度 都 是 有 理 数 ,由 上 面 证 法 知 AB, € Q. 

又 是 {1,2,… ,ml 中 的 任意 数 ,所 以 ,4iB,,4;B,,…,AA; 都 
是 有 理 数 , 即 小 凸 多 边 形 的 各 边 长 都 是 有 理 数 . 


(2 在 锐角 全 48C 中 ,1B8C1<14C1<14B1, 点 也, 已 分 别 
在 边 4B,4C 上 , 且 满足 1 BD | = | BC | = | CE |. WEB]; AADE 


的 外 接 加 半径 等 于 A ABC 的 内 心 到 外 心 的 距离 . 
(2002 年 土耳其 数学 奥林匹克 ) 


证 明 ”如 图 %, 由 欧 拉 公式 ,有 


OP = R -2Rr 
设 AADE 的 外 接 图 半径 为 及. 因为 S = p = $, 
abe 
45 ' 则 
Or O 88 _ 
R ° OR” pah = 
1 8p-a)(p- bp-e) _ 
= = 
a? + b: + c) — a2b — ab? - b?e — be? _ a2c — ac? + 3abc 
abc 
Bre- 
由 余弦 定理 ,有 cos A = — k 


DE? = AD? + AE? -24D - AE > cos A = 
(c - a) + (b - a) -2(c — a)(b - a)cos A 
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DE - 
BC? 
Lfe- a)? + (b-a? -Xe ob- a) Et ee] a 
a 
a? + b? + c) — ab- b?e — ab? — be? - a?c — ac? + 3abc 
abc 
2 2 
故 DE _ OP DE _ OI 


BC R'a ` R 
又 因为 -DE - 2R' ,一 4 = 2R, 所 以 ,2E = R 
sin À sin 4 a 
HR = 


T 设 四 边 形 ABCD 是 矩形 , 忆 , 严 分 别 是 边 BC, CD 上 的 点 ， 


HWE AAEF 是 正三 角形 .证 明 :SAecr = Sase + Saar. 
(2002 年 澳大利亚 数学 奥林匹克 ) 


证 明 ”如 图 100, 设 DAF = 0, 则 人 AFD = W - 0, 


LEFC = 3 +0, Z EAB = 3P -0. 
又 设 正 A AEF 的 边 长 为 1, 则 


Saso = ZAD- DF = Lising. t ° cos Ô = 
+ * sin 20 


Sang = TAB - BE = 


L, . sin(30° — 0) + £ + cos(30 — 0) 


2 
1e. sinlar - 20) 
1 

Saec = 7 


t» sin(0 +30) +: t + cos( 0 + 30) 


t? + sin(20 + 6P) 


因为 sin 28 + sin(6 ~ 20) = 二 sin 28 + Beos 20 = 
sin(28 + 6) 
所 以 Sale = Saam + SA 


a B 
— 
D F 
图 100 
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D 对 于 由 平面 上 任意 5 个 点 构成 的 集合 S ,满足 S 中 的 任 
意 三 点 不 共 线 , 设 M(S) fl m( S) 分 别 为 由 8 中 的 3 个 点 构成 


的 最 小 值 . 


的 三 角形 的 面积 的 最 大 值 和 最 小 值 . 求 好 人 
(第 43 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ) 


RO 当 这 5 个 点 是 正 五 边 形 的 顶点 时 , 易 知 刀 (3 


m(S) 等 于 黄金 


比 1L+y5 
r= 2 . 
设 5S 中 的 5 个 点 分 别 为 4,8,C,D,E, 且 公 4BC 的 面积 为 


M( 5) ,我 们 证 明 , 存 在 某 个 三 角形 其 面积 小 于 等 于 上 (8). 

如 图 101 ,构造 公 4'B'C' ,使 得 各 边 与 A ABC 的 对 应 边 平行 ， 
且 4,B,C 分 别 为 B'C',C'4’,A'B' 的 中 点 , 则 点 D, E fE AA'B'C' 
的 内 部 或 边界 上 . 

由 于 公 4'BC, 公 4B'C, 人 ABC' 中 至 少 有 一 个 三 角形 既 不 包 
会 点 DD 也 不 包含 点 E ,不 妨 假 设 D,E 在 四 边 形 BCB'C' 内 .如 图 102 


由 于 将 图 形 S EOMER HACS KE MEA, B,C 
是 正 五 边 形 4PBCO 的 顶点 .因为 我 们 可 以 先 将 4， B, C EMNE 
换 使 其 满足 要 求 ,于 是 ,人 4BP = Z BAC = 36?, 所 以 ,P 在 BC' 上 . 
同 理 , Q 在 CB' E. 

如 果 DRE 在 五 边 形 4PBCQ 中 ,不 妨 设 为 也 .因为 Sapa 
MCS) g; p HE AAPB 的 内 部 , 则 Sapw < Sawe 


同 理 ,车 DE AAC 内 部 , 则 Sanc < Sage = Saare- 
Ë D fE AABC KHR, Sans, Sanc, Sapa 中 至 少 有 一 个 
TMG) < M(S) 
车 D 和 EE 在 人 4APC' 和 公 AQB' 中 , 则 
max|AE,AD} < AP = AQ 
又 因为 < 人 DAE < 36(D 和 EE 在 同一 个 三 角形 中 ) 或 
108 < 人 人 DAE < 180(D fll E 在 两 个 三 角形 中 ), 所 以 


JAD - AE sin ZDAE < 


+L 
2 


因此 ,所 求 最 小 值 为 +. 


Saane 


AP AQ ` sin 108 = Sano = LS) 


图 102 
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TO Bu D E AABC 的 边 4 有 8 上 的 任意 一 点 ,已 是 边 4C 上 的 
任意 一 点 ,联结 DE, F RRR DE 上 的 任意 一 点 . 设 人 8 = x, 


AE DF š 
AC = PDE = z. WH: 


(1) Saso = (1 - x)yzSanpc, Sacar = x(1 - y)(1 - 
2) SAhaci 


人 < V Sac. 
(2003 年 中 国 女 子 数 学 奥林匹克 ) 


解 (1) 如 图 103, 有 
Same = Sage = z(1-x)Samg = z(1 ~ x)ySanpc 
Sacr = (1 ~ z)Sacpe = (1-z)(1-y)Se4cn = 
(1 - z)(1 ~ y)zSAABC 
(2) 由 (1) 得 
Á Sam + Ú Sacr = 
[VG - a)y + V xQ y)( - z2)] V San: < 


[tt sZ; = Sum 


TD 设 M,N 分 别 是 人 4BC 的 边 4C, BC LH, H ACB = 
90. Ë AN $ BM XF ALEI: A AML, A BNL ftJ t> i AC 
ZARR. 


(2002 年 保加利亚 冬季 数学 竞赛 ) 


证 明 ”如 图 104, 设 公 AML 和 A BNL 的 垂 心 分 别 为 H, H2, 
AH, 与 BM 的 延长 线 交 于 点 P , AC 与 LH, 交 于 点 Q , BC 与 LH; 交 
FA R, BH, 与 AN 的 延长 线 交 于 点 S. 

由 4,P,C,B 四 点 共 圆 ,得 人 P4C = 人 LBC; 由 4,C,S,B 四 
点 共 圆 ,得 LLAC = 人 SBC. 所 以 ,人 HAL = Z LBH,. 

X ZPH,L = 9 - LPLH! = LBLR, B k, A ALH, ° 
ABH,L. É 

设 HR = x, RL = y, 于 是 可 设 LQ = kx, QH; = 条 .由 于 四 
WE QLRC 为 矩形 ,所 以 ,CR = 必 ,CO = y. 

因此 ,tan QCH, = k,tan ZRCH, = 
Z RCH, = 9,8} H,, H,, C 三 点 共 线 . 


+: 故 ZQCH + 
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CG it E,F È -ABCD 的 边 4D,CD 上 的 点 ,人 AEB = 
ZAFB = 9%, EG // AB, B EG 与 BF 交 于 点 G. 车 4F 交 BE 于 


Ë H,DH 交 BC 于 点 1, 证 明 : FI L GH. 
(2002 年 保加利亚 国家 数学 奥林匹克 (地 区 级 )) 


证 明 ”如 图 105, 设 AF 与 BC 交 于 点 J,K 是 1 在 4F 上 的 投 
影 . 则 


KF _ IB _ DE _ FG KF _ FG 
JF 7 JB 7 AE " BG'KJ "` FB 


K LK = BFH = %9 
Z IK = % - Z FBJ = Z HBF 
KI _ FH 
所 以 A JK SHBF,K] = FB 
KF _ KJ _ KI 
从 而 G 了 ` FH 


X Z FKI = Z GFH = 9F, 则 
A FKI co A GFH,ZGHF = Z FIK = 9% - Z KFI 
故 FI | GH. 


(CD 如 图 106, 已 知 A ABC 的 Z ACB, Z BAC, Z ABC 的 外 角 
平分 线 分 别 为 41C,B14,C1B, 点 A,B,C HAC, BA, CB 
上 的 投影 分 别 为 41, Bi, Ci H dÆ AAB C 外 接 圆 的 直径 ， 


r 和 p 分 别 为 A ABC 的 内 切 圆 半径 和 半 周 长 ,证明 :rz +p = 
g. 


(2002 年 保加利亚 国家 数学 奥林匹克 (决赛 ) ) 


证 明 i A ABC 三 边 中 点 分 别 为 42, B2, C,, W| 


Z BG A; = 人 42BCI = WF - <B 


2 
ZBA:C; = LB 
又 人 B242C = 人 B, 所 以 ,Bs, A2, Ci 三 点 共 线 . 
Ut AAB, C, 的 内 切 圆 图 1 与 边 42B; 相 切 于 点 7, 则 


TC, = Th + ACi = Fp - a) + 后 = 号 


所 以 It = m+ ra = (z) + (2) 
同 理 可 得 I4} = IB} = (2) + (2) 
故 IÆ AAB, C 的 外 心 ,141 = IB, = 1C = 


nla 
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从 而 ,到 = 2 + p2. 


st Ë 


GO 求 最 小 的 数 于, 使 得 上 + < 大 ,其 中 ,是 三 角形 的 两 


RK tarta PEA 的 角 平分 线 长 . 
(2002 年 保加利亚 国家 数学 奥林匹克 (决赛 )) 


解 ” 当 公 4BC 满足 a = 5, 且 底 角 和 4 一 0 时 


A 
e€ >2b,cos > — 1 


pa bersinA _ 2h .oh 
A b+c < 
(b + c)sin 2 
latt la 4 
于 是 W tk 9 $ 
所 以 ,> $- 
2be b b a+b 
u< pE (1-7) Er 2. 22 
a+b 
同 理 t <2a ° py 
4 hth 2 _b a )_ 
maA 3- > 43 -7 
2(a ~ b) 


3(a +2b)(2a + b) > Ó 
aiti < AT, k WR AM8394. 


a+b 


GD BA AKLIM ,4 在 艳 的 延长 线 上 . 试 构造 矩形 ABCD ,使 


得 B,C, D 分 别 在 边 KM , LM , KL 所 在 的 直线 上 . 
(# 51 届 捷 克 和 斯 洛 伐 克 数 学 奥林匹克 (决赛 )) 


解 ”如 图 107, 设 四 边 形 ABCD 即 为 所 求 矩形 ,将 其 沿 BAF 
移 至 和 矩形 4B8'C'D' ,其 中 到 = 4,C' = D. 则 A 在 直线 KM 关于 
点 4 对 称 的 直线 K'M' E, H KM 与 IK 交 于 点 K' ,与 LM 交 于 点 
M'. 由 于 AC fEË# KL E,A'C' // KL, 则 以 点 M 为 位 似 中 心 将 
AC 变 为 RD H ARKA, H AKALA 人 A'AC'. 所 以 ,人 KAL = 
Z AAC = W, A" 在 以 K'L 为 直径 的 圆 上 . 

作 天 关于 点 4 的 对 称 点 KK ,过 K' 作 直 线 K'M' // KM, 交 LM 
FM . 作 以 KZ 为 直径 的 圆 ,联结 M'4 与 该 圆 交 于 如 ,以 M 为 位 
似 中 心 ,将 各 变 到 4 的 同时 ,将 K 变 为 4 ,将 工 变 为 C'. 从 而 作出 
EJ A'B'C'D'(B' = 4) ,将 矩形 4'B'C'D' 沿 4'B' 平移 可 得 所 求 矩 
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JÉ ABCD Ñ È B,C, D 分 别 在 边 KM, KL, LM E. 

Ë M 在 以 KZ 为 直径 的 圆 上 , 则 有 唯一 的 如 ,从 而 ,有 唯一 
的 矩形 ABCD 满足 条 件 . 

Ë M 不 在 以 KZ 为 直径 的 圆 上 , 则 M'4 与 该 圆 有 两 个 交点 ， 
从 而 ,有 两 个 矩形 ABCD H A,B, CiD, 满足 条 件 , 如 图 108 所 示 . 


GD BA CH 是 RA ABC 的 高 (全 C = 90P), 且 与 角 平 分 线 
AM, BN 分 别 交 于 P,Q 两 点 .证 明 : 通 过 QN , PM 中 点 的 直线 


平行 于 斜 边 48. 
(第 52 届 和 白俄罗斯 教学 奥林匹克 (决赛 A 类 )) 


证 明 ”如 图 109, 邻 EE,F 分 别 为 QN, PM 的 中 点 ,a = BC, 


b = 4C,e = 4B8. 由 已 知 得 人 = C k CN = H. 

a a+c 
QH _ HB _ a kh) o _ ab 
又 她 = B. 和 ,所 以 ,CO = a. 


故 CN = CQ,CE | NQ,ZCEB = 人 CHB = 90. 

从 而 ,C,E,H,B 四 点 共 贺 ,得 人 ECH = 人 EBH = 人 EBC = 
Z EHC. FVA, CE = EH ,& CHE 是 等 腰 三 角形 ,点 位 于 CH 的 中 
ERE. | 

R4, FIF CH 的 中 垂 线 上 . 

所 以 ,BF | CH,EF / AB. 


€? 假设 ABCD EWK H a 的 正方 形 纸板 ,平面 上 有 两 条 距 
离 为 a 的 平行 线 11 和 1,, 将 正方 形 ABCD 放 在 这 个 平面 上 ,使 
得 边 48,4D 与 4 的 交点 分 别 为 E, 斑 , 边 CB, CD 与 1 的 交点 


DIAG, H. 设 A AEF,A CCH 的 周 长 分 别 为 mi, mz. 证明: 
无 论 怎样 放置 正方 形 纸板 4BCD , mi + m 是 定 值 . 
(2003 年 亚太 地 区 数学 奥林匹克 ) 


WA 如 图 110, 设 和 AFE = a,AF = k, 则 EAH, = 
人 HGC = ZH,CH = a, 其 中 , Hi, HH 分 别 是 由 4,C 向 ,1 所作 
垂 线 的 垂 足 . 
过 C E h 的 平行 线 交 AH, 的 延长 线 于 7, 则 
LCA = 45 -a 
AH, + CH; + a = AI = AC - cos Z CAI = 
V2a + cos(45° - a) = 
a(cos a + sin a) 
AH, = k » sin a 
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CH, = a(cosa + sina—1)-k:sina 
CH, 
sin a 


CH 


AE = k*tana,CG = 


cosa ` sina- cosa 
FIVA mi + m = AF + AE + EF + CH + HG + GC = 
k 


cos a 
k» sin a]Í 1 + 1 += —)= 


cosa ` sina ` sin a * cos a 
(cos a + sin a)? -1 
. = 2a 
sin a * cos Q 


因此 ,无 论 怎样 放置 正方 形 纸板 ABCD, m + m 恒 为 2a. 


大 + 天，tan a + +[a(cosa + sin a - 1) — 


a 


D 假设 平面 上 的 n 个 点 中 任意 三 点 不 共 线 , 且 满足 下 列 性 
质 :无 论 怎样 将 这 n 个 点 分 别 记 为 4,42，……4。， 折线 


4142…4。 自身 不 相交 . 求 n 的 最 大 值 . 
(2003 年 巴尔 干 地 区 数学 奥林匹克 ) 


解 ”车 这 nn 个 点 的 凸 包 不 是 三 角形 , 则 取 其 中 四 点 ,它们 组 
成 一 个 凸 四 边 形 , 设 为 41424344, 且 4143 和 4244 有 交点 , 则 取 这 
nn 个 点 的 顺序 为 41434244…, 与 题 设 巴 盾 . 

故 这 n 个 点 的 凸 包 是 三 角形 . 

同 理 可 证 ,这 n 个 点 的 任意 不 少 于 三 点 的 子 集 , 它 们 的 凸 包 
都 是 三 角形 . 

设 这 些 点 的 凸 包 是 AA AzA. 

H n = 4 时 ,44 在 AAAA 内 ,满足 条 件 . 

H n = 5 时 ,45 只 能 在 售 4i4244, 全 424344, 合 434144 中 的 
一 个 内 ,不 妨 设 在 AA AA P. 

考虑 两 个 子 集 | 42,43,h44,hs| 和 |41,43,44,4sj. 由 于 两 个 
子 集 凸 包 内 部 的 人 4s4443, 只 有 一 个 大 于 180? ,不 妨 设 在 | 42,43， 
44,45| 内 . 则 4143444s 的 凸 包 是 四 边 形 ,矛盾 . 

故 的 最 大 值 为 4， 
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ES 人 4BC 中 ,0 为 外 心 ,三 条 高 4D , BE, CF 交 于 点 万 ,直线 
ED 和 4B 交 于 点 M, FD 和 4C 交 于 点 N. 求 证 :(1) OB 上 DF, 


OC 1 DE.(2) OH | MN. 
(2003 年 全 国 高 中 数学 联赛 ) 


证 法 1 (1) 建立 直角 坐标 系 如 图 111 所 示 , 设 4(0, a)， 
B(b,0), C(c,0). 0 AB 方程 为 


ax + by - ab = 0 ° 
AC 方程 为 
ax + cy — ac = 0 @ 
CF 方程 为 bx- ay- be = 0 
BE 方程 为 ex-ay- be = 0 
因为 BC 中 垂 线 方程 为 
os b+c 
2 
4C 中 重 线 方程 为 y - 3. S[,- £) 
ma afo,- E). [53 eza) 


又 因为 FD 为 过 F 的 直线 ,其 方程 为 
(ax + by - ab) + à(bx — ay - bc) = 0 
FD 过 原点 ,所 以 


SRE i 
全 


整理 得 FD 方程 为 
(ac - ab)x + (bc + a2)y = 0 @ 
因为 EDC = X FDB( Z EDC = Z EHC,Z FDB = Z FHB) 
所 以 DE 方程 为 
(ab - ac)x + (be + a2)y = O @ 


y _ ab- ac | bta _ 
所 以 kro kos = po a? a ab = 


故 OB | DF. ÑM, 0C | DE. 

(2) MN 为 既 过 NN RM 的 直线 , 故 存 在 实数 A1,4, 使 
(az+cory-ac)+hi[(ac-ob)z+(ic+a)y]=0 
fe + by - ab) + à[ (ab - ac)x + (bc + a2)y] = 0 


成 立 . 
整理 得 


图 111 
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Ce -5)]jx+[c+h(i+a)]y-ac=0 
all + 2%2(b — c)]zx + [b + Ax(bc + a2)]y - ab = 0 


化 简 为 
jn + àile- 8)] = ac[l + A>(b - c)] 


ble + Albe + a2)] = c[b + A2(be + a2)] 


es ss 
即 
bài = 2 
; pE 
所 以 M= 2 
MN 方程 整理 为 
(ac + ab)x + (a? +3bc)y -2abc =0 
; ac + ab a+t+3be _ 
所 以 kun kon =- 2, Bab ae + ke 7T! 


#k OH L MN. 
Ë #MMMARAX S ARE, AEN 38635 


RAL. 


证 法 2 BAH MEOH = OA + OB + OG, W 
AH » BË = (OF - OA) - (OC - OB) = 
1O 1? -1 OÈ 2 = 0 
故 AH' | BC. 同 理 ,B | AC.FÈ,H 与 有 重合 . 故 
OÑ = 0À + OB + O 
O - AM = (OB + OA) : AM + OC - AM 
(HX (OB + 04) 1 AM) = 
OC - AM = OC - (AË + EM) = 
OG - AË + OG - EMOA WOC L EM) = 
OË -AË = 1 OC 1+1 AË |+ cos(90 - ZB) = 
R -| AB |- cos A + sin B = 
2R? + cos A * sin B + sin C 


同 理 OË -AÑ = 2R° - cos A ° sin B - sin C 

所 以 
h - MÑ = OÑ - (AÑ - AM) = OR - AÑ - OÑ -AM = 0 
故 OH L MN. 


证 法 3 如 图 112, 过 对 作 MK // 4C, 交 DF 延长 线 于 点 K. 下 
证 
AOBH o° ANKM ° 


MK _ _ KF 
因为 sin MFK ™ sin Z KMA 
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xx Z KMA = Z BAC 
ç MK _ KF 
所 以 sin C sin Á 
联结 FE. 因 为 
MF __FE 
sin Z FEM 7 sin Z FME 
又 由 共 圆 知 
Z FEM = 18 -2B, Z FME = ZB - ZA 
, MF. _ — FE 
所 以 Sin(180 — 2B) = sin(B — A) 
x MA _ AE 
sin B 7 sin(B - A) 
i MF _ FE .sin2B 
所 以 MA AE sinB 
AE _ EF 图 112 
又 sin C = sin A 
y MF _ sinh 
所 以 MA = 2° sin Ç 
因为 MK // AC 所 以 
KF _ MF 
KN ` MA 
所 以 KF = KN + 2cos B + sin Á 
sin C 
x MK _ KF 2cos B 
所 以 zin C = ñin a = KN ° Sin C 
于 是 a = 2cos B 
BH _ 2R- cos B 
又 o= R = 2cos B 
0 BH _ MK 
所 以 OB = KN 
ri LMKN = LFNA = ZC - ZA 
Z OBH = (90 - A) - (9° - C) = ZC - ZA 
所 以 人 MKN = 人 OBH. 因 此 ,人 OBH co ANKM. 
又 OB | KN,BH | KM, 所 以 OH | MN. 
证 法 4 因为 4D BC,CF L 4B, 所 以 A,C,D,F 四 点 共 
圆 .于 是 ,和 BFD = ZC,ZFDB = 人 4. 同 理 ,人 EDC = ZA. 
又 因为 
LBDM + Z BMD = LB 
所 以 ZLBMD = ZB - ZA 
N DM sin B 
所 以 BD -sin(B-4) 
DN sin C 
同 理 CD -sin(C -4) 
故 


70 


最 新 世界 各 国 数学 奥林匹克 中 的 平面 几何 试题 
ZUDON SHUE GEGU0 SHUXUE AOLINPIKE ZHONG DE PINCMIAN JIHE SHITI 


CD -sin C 

sin LDMN _ DN _ sin(C -— A) _ CD-sinC ,sin(B - A) 

sin DNM ` DM ` BD -sin B `“ BD : sin B `sin( C - A) 
sin(B ~ A) 

又 LOBH = LOBC -LHBC = 


s=2⁄4_(z _ ¿c)= Zc- ZA 


7 ° _ sin(C -4) - BH 
所 以 sin Z BOH = oh 
GEI sin ZCOH = sin(B — A) -CH 
所 以 sin COH _ sin( B - A) ° CH 


sin Z BOH ` sin( C — A) * BH 
因为 F,B,D,H 四 点 共 图 ,上 且 BH 为 直径 ,所 以 
BH » sin Z BHD = BH sin C = BD 
同 理 CH sin B = CD 


sin DMN _ sin < COH 
sin Z DNM ` sin Z BOH 


x Z DMN + DNM = BOC = BOH + COH 
所 以 sin( < BOC. - LDNM) _ sin( < BOC - Z BOH) 

sin Z DNM sin Z BOH 

sin BOC : cot DNM - cos Z BOC = 

sin BOC - cot Z BOH - cos Z BOC 

Bp cot Z DNM = cot Z BOH 
又 因为 和 DNM 和 人 BOH 均 为 锐角 ,所 以 人 DNM = Z BOH. 

所 以 OB | ND, 所 以 OH | MN. 


证 法 5 (1) 如 图 113, 过 BEE O 的 切线 MN, 有 和 人 CBN = 
Z BAC. HH OB 为 半径 ,所 以 OB | MN. 

WX AD | BC,CF | 4B, 所 以 4,F,D,C 四 点 共 圆 . 故 
人 BAC = 人 FDB. 于 是 ,人 CBN = 人 FDB. 从 而 ,FD // MN. 所 以 
BO | FD. 

同 理 ,CO | DE. 

(2) 如 图 114, 联 结 MH 并 延长 交 A ABH 的 外 接 圆 于 C, 设 贺 
0 的 半径 为 R. 

因 4,B,H,G 四 点 共 圆 , A,B,D,E 四 点 共 圆 , 则 

LBAD = LBCH, LBAD = LBED 

所 以 LBCH = LBED 

因 B,G,E,M 四 点 共 圆 .所 以 

OM? - R? = MB - MA = MH - GM(A,B,H,G 共 圆 ) = 

MH? + GH - HM = 
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MR? + BH * HE(G,B,M,E 共 圆 ) = 
MR? + AH* HD(A,B,D, E 4M) 
同 理 ON? - R? = NH° + AH - HD 
所 以 OM? - MI? = ON? ~ NH? 
故 OH | MN. 


证 法 6 如 图 115, 设 OB 与 FC 交 于 点 L,0B 与 FD 交 于 点 G， 
过 G 作 GK L MN 于 天. 不 妨 用 4,B,C 表示 A ABC 的 三 内 角 , 设 
A ABC 的 外 接 圆 半径 为 R. 

因为 4,E,D,B 四 点 共 圆 ,人 AEM = r- B, 所 以 ZAME = 
B - A. 同 理 ,人 ANF = C-A. 

在 人 4ME 中 ,由 正弦 定理 得 

_ AE:sin B _ AB- cos Á ° sin B 
= sin(B-4)= sin(B-4) 
vsin C ° cos Á ° sil 
所 以 AM = 2R iey ea sin B 
又 AF = AC cos A = 2R + sin B + cos À 


所 以 


2R : sin C + cos À ° sin B 


MF = — 2R : sin B + cos À 


sin( B ~ A) 
fE AAFN 中 ,由 
sin À ° 2R * sin B + cos 4 
FN = sin( C — A) 
# MF _ [sin C - sin( B - A)]sin( C — A) 
FN ` sin A * sin( B - A) 
x sin C = sin(A + B) 
y MF 2cos B- sin( C — À 
所 以 FN= sin(B-4) 


因为 4,F,D,C 四 点 共 圆 ,所 以 人 BFC = Z C. 
因为 人 BFL = 9, XA FG | BL, 所 以 人 FLB = 人 BFG = 
人 LC. 又 
BF = BC > cos B 
FL = BF +: cot C = BC > cos B + cot C = 
2R - sin 4 .cos B - cos C 
sin C 
_BF 2R- sin Á ° cos B 
sin C ` sin C 


所 以 OL = OB - BL = R - 2R ° sin À ` cos B _ 


sin C 
R- sin(B - A) 


sin C 


因为 F,B,D,H 四 点 共 圆 ,所 以 ZAHF = 人 B. 于 是 


BL = 
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FH = AF +: cot B = AC : cos Á > cot B = 2R -: cos À > cos B 
sin A = eos B eos C) 


LH = FH - FL = 2R( cos A + cos B — ° 
sin C 


2R : cos B + sin( C -4 
sin C 
故 LH 2cosB.sin(C-4) MF _ LH 
OL” sinB-A) 'FN ` OL 

X LOLH = LFLB = ZBFG = 人 BFN, 所 以 人 OH o 
A 人 NFM. 有 LLOH = Z FNM. 

又 人 BCD = W, LGKN = 9pP, 所 以 人 BCK = ZFM = 
LO1. 所 以 O8 // GK.X. GK | MN, 所 以 OH | MN. 


证 法 7 ”如 图 116, 过 0 作 0C | AM T G,#E BH 2 GO 延 
KRFA 1, 延 长 OH % MN FAQ, it FD 与 BH 交 于 J. 因 为 
BIG + Z GBI = 9 
Z BAE + Z GBI = NF 
所 以 
LBIG = Z BAE, Z 0IH = ZMAN ° 
要 证 OH | MN, R üE C,M,0O,O 四 点 共 圆 .由 人 @ 知 只 须 证 
A IH AMAN, BPE 


OIl- AN = AM : IH ol 


由 式 @@ 得 人 OIB = 人 FAN. 因 为 
ZOBI = 9% - Z BJF = 9 - LNJE = LFNA 


所 以 A0BI o AFNA 
OI - AN = AF ° BI © 
由 式 @,@ 只 须 证 4AM . IH = AF + BI, BD 
AF _ IH 
AM = BI 
因为 HF // G1, 则 只 须 证 
AF _ GF 
AM ` GB @ 
— AM _ AE _ 
在 人 AME 中 Sn ZAEM = sin ZAME 
因为 
AE .sin Z AEM 
AM= gin ZAME ° 


由 人 AEM = 180 - X B sin ZAEM = sin B. 而 
Z AME = ZB - ZMDB = LB- ZA 
所 以 sin ZAME = sin( B - A) 
代 人 式 回 得 


图 116 
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AE ` sin B 
AM = in(B - A) © 
将 AE = AB - cos A,AF = AC > cos A 


GF = GB - BF = +AB - BC - cos B 
RAR @, 只 须 证 
1 š 
CE 人 
AB + cos d'sinB = 1 


74B 


即 证 AC sin(B ~A) - 4B _ 2BC - cos B 
sin B 


在 公 4BC 中 ,由 正弦 定理 ,只 要 证 
sin B ° sin( B -4) = sin B(sin C — 2sin A + cos B) 
即 证 sin C = sin(4 + B). 此 式 显然 成 立 . 


证 法 8 如 图 117, 设 A ABC 的 外 接 圆 半径 为 1, 分 别 记 EB, 
ED fll OC HZ AH PAQ, Wh OH PE | EC, EQ L PC. 故 
Z OPB = LEPC = LMEN = 人 LB. 为 证 OH | MN, 需 证 
Z C0H = 人 DMN. 可 先 证 A POH c° A EMN ,为 此 须 证 


PO _ EM 
PH = EN 
fE A P0B 中 
po = B - sin LOBE _ sin( C - A) 
 SnZOP ~ sinB 
在 人 HCE 中 


EH = CH + cos Z EHC = 2cos C + cos À 
# A PCE 中 
EP = PC + cos LEPC = (0C - 0P)cos B = 
[1-8 -A] oo B = 


sin B 
2cos C * sin A * cot B 
由 此 可 得 PH = EH - EP = 2cos C(cos A -sin A + cot B) = 


2cos C > sin(B -4) 
sin B 
PO _ __ sin(C- A) 
于 是 PH ` 2cos C + sin( B - A) 
x ED = CH + sin C = 2cos C ° sin C = sin 2C 
在 人 EDN 中 


ED - sin LEDN sin2C: sin2A 
sin LEND ~ sin(C- A) 


EN = 
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DN = ED > sin Z DEN _ sin 2C -sin B 


sin LEND `“ sin (C - A) 
ma pm = B2B: a 
于 是 
EM = ED + DM = mi D [2eos C + sin(B ~ A) + sin2B] = 
去 向 二 .sin 24 
从 而 amna atas, 


PO _ EM 
这 就 证 明了 ppy = Ey 成 立 . 
故人 POH o A EMN, LCOH = 人 DMN. 所 以 ,OH | MN. 


证 法 9 如 图 118, 过 4 fEAG // MN, 交 NF 延长 线 于 点 G. 
因为 ZFDB = ZBAE = 人 EDC = 人 BDM, 所 以 BD 为 
ZMDF 的 内 角 平 分 线 . 
因为 4D L BD, 所 以 AD 是 Z MDF 的 外 角 平 分 线 .所 以 
FA _ FD _BF AF _AF-BF 


MA 7 DM 7 MB MA ` AB 
s _ AB: AF 
BB: MA BF 
24F + BF 
MF = MA - AF = $F BF 
ME 2BE EN ORY AG // MN) 


WAR „AD _ AN 
因为 人 DFC = 人 DAE, 所 以 FNC 人 4AND. 有 fC = FN 
于 是 


AN = BEAD = 2sin B + cot B = 2cos B 
RN 
sin Z BCF ` sin Z BHC ` sin Z BAC ~ 
则 ZH = 2sinZBCF = 2eos B ` 
BH _ AN 
从 而 0 = NG 


X LOBH = LABC - ZABO - 人 CBE = 


4BC - (至 -ZL4CB)- (至 - 人 4cB) = 
LACB - LBAC 
W ZANG = ZACB - LNDC = LACB - Z BAC = LOBH 


故 A BOH o ANGA. 
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因为 08 | FN,BH | AN, 所 以 OH | AG,W] OH | MN. 


证 法 10 (1) 因为 4,C,D,F WAHM, 所 以 人 BDF = 
一 BC. 又 因为 


LDBC = + (1802 - ZBDC) = 90 - Z BAC 


所 以 OB | DF. 同 理 ,0C | DE. 
(2) 因为 CF | MA, 所 以 


MČ - MI? = AC - MR? ° 
H BE | N4, 有 

NB? - NH2 = AB? - AR? © 
H DA | BC, 有 

BD? - CD? = BA? - AC? @ 
H OB | DF, 有 

BN? - BD? = ON? - 0D2 @ 
H 0C | DE, 有 

CM? - CD? = OM? - OD? © 


0-0+-0+-0-0,44 
NH? - MR? = ON? - OM? 
即 MO? - MH? = NO? - NB? 
所 以 OH | MN. 


GD 已 知人 4ABC 的 三 边 长 分 别 为 a,5,c, 点 P 在 人 ABC 的 内 
部 ,P 到 三 条 边 的 距离 分 别 为 p,qg,r. 证 明 : 


E Aa 
FR ARMEA 


S sr 
其 中 RR 为 人 ABC 的 外 接 圆 半径 ,并 确定 等 号 成 立 的 条 件 . 
(2004 年 泰国 数学 奥林匹克 ) 


证 明 OABC 的 面积 为 $, 则 
S = Sape + Sapa + Sapu = 于 (pa + qb + re) 


由 均值 不 等 式 有 


Jp = C Br — pa + qÓ t re _ 25 
i J S ak U Sak. O 


故 只 须 证 


R < (2? + 2 + 22) Z abe 
aa 12S 


又 因为 
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g++ 3V at © 
所 以 ,只 须 证 
abc 
R< 4s @ 


而 4SR = 2Rabsin C = abc, U, R @ 成立 .因此 , 原 不 等 式 成 
X. 

式 @ 的 等 号 成 立 的 条 件 是 pa = gb = rc, 式 @ 的 等 号 成 立 的 
条 件 是 a = b = c, 所 以 , 原 不 等 式 等 号 成 立 的 条 件 是 a。 = b = c 
且 p = = r, 即 人 4BC 是 正三 角形 且 P J: A ABC 的 中 心 . 


ED BA 人 4BC 覆盖 凸 多 边 形 W .证 明 : 存 在 一 个 与 人 4BC 
全 等 的 三 角形 ,能 够 覆盖 M 并且 它 的 一 条 边 所 在 的 直线 与 


M 的 一 条 边 所 在 的 直线 平行 或 者 重合 . ( 李 伟 固 供 题 ) 
(2006 年 中 国 国家 集训 队 训 练 题 ) 


证 明 ”首先 我 们 不 妨 设 M 有 三 个 顶点 位 于 A ABC 的 边 上 ， 
如 图 119(a) 所 示 , 或 有 一 个 顶点 与 A ABC 的 某 顶 点 重合 (比如 | 
B), M 的 另 一 顶点 位 于 点 8 的 对 边 上 ,如 图 119(b) MR. 

设 初始 状态 下 LACI B = 00, 我 们 分 别 将 M 绕 C, 顺 时 针 和 
逆 时 针 旋 转 . 设 顺 时针 转 61 时 M 第 一 次 出 现 某 一 边 与 人 4BC XX: 
一 边 平行 , 逆 时 针 转 6, 时 M 第 一 次 出 现 某 一 边 与 A ABC 某 一 边 
平行 .对 0E [0,,0,],0, = bo- 81,82 = Oo + ô, M B 656 O, 
旋转 到 相应 的 9 角度 ,然后 再 分 别 作 以 4 和 8 为 中 心 的 位 似 变 换 ， 
使 得 M 的 像 ( 记 为 Me) 的 相应 的 两 顶点 重新 分 别 位 于 AC 和 BC 
上 . 设 C1B = mf(0),A Bı = nf(9),f(90) = 1, 其 中 m,n 分 别 是 
初始 状态 下 相应 的 距离 . 令 p = ZX B + LCB A E), 


AC = AB; + B.C = sing + LOD inl - 0) 
4Csin À : sin C 
故 AO) = Kain 0 sin C + nsin(g — 0) ` sin A 7 
ACsin A ° sin C 
a sin(0 + 91) 


其 中 arpi 为 常数 .由 于 sin(6 + pi) 为 上 凸 函数 , 故 其 必然 在 端点 
达到 最 小 值 . 故 max| f/(0,),f(0;)] > 用 00) = 1, 故 Mo 或 Mo, 与 
M 相 比 似 例 常数 不 小 于 1, 并 且 位 于 A ABC 中 ,由 此 即 证 得 了 结 
E: 

对 于 第 二 种 情况 可 以 类 似 讨 论 . 设 BB, = mf(0), fC) = 1, 
则 


x 
X| 
(2; 
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从 而 AC = msn, mg)sin(B - 0) = 


sin 4 sin 


/(0) asin(0 + p) 


sin À ° sin C 
其 中 a, p 都 是 常数 . 故 
4Csin 4 .sin C 
SO) = ‘a sin(0 + p) 
与 前 一 种 情形 相同 地 可 得 出 证 明 . 


B 设 P 是 一 个 凸 多边 形 .证 明 :在 P 内 存在 一 个 吓 六 边 形 ， 


其 面积 至 少 是 的 面积 的 
(第 45 届 国际 数学 奥林匹克 预选 题 ) 


解 ” 任 取 两 条 互相 平行 的 凸 多 边 形 P 的 支撑 线 s,t( 即 三 多 
WE P 在 直线 ;,: 同 一 侧 ,P 与 直线 s,t 有 公共 点 ), 设 5,7 分 别 为 
凸 多 边 形 P 与 直线 ;,t 的 交点 .于 是 ,线段 ST 将 P 分 成 两 部 分 ,分 
IEA P'AP. it K, LERE P 边界 上 的 点 ,满足 KL // 


S.B KL = ST. 


TERTEM KIT 的 面积 至 少 是 西 多 边 形 记 面积 的 3 
即 可 ， 

因为 同 理 在 P 中 产生 的 梯形 的 面积 也 至 少 是 P 面积 的 了 
这 两 个 梯形 合 起 来 就 是 一 个 凸 六 边 形 ， 

过 点 K.L AYME P 的 支撑 线 , 且 这 两 条 支撑 线 交 于 点 Z. Ë 
设 点 K 到 直线 的 距离 小 于 点 到 直线 : 的 距离. 设 ZK EHR s 
T X,ZL 交 直 线 ! 于 多 过 点 Z 且 平 行 于 57 的 直线 分 别 交 直线 。， 
t FA, B.I, P 包含 在 五 边 形 SXZYT 中 . 

于 是 ,只 要 证 明 


3 
Si#wskur > 4 五 边 形 SXZYT © 


HAZ = a, BZ = b, WÄ K, X, Y,S 到 直线 4B 的 距离 分 别 为 
k,z,y,d. 25t K, LEER KU // LV // s/t, 交 AB FU,V. 
则 有 
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?8 


a+b ak bk 
2 POK SU + ZV Su say @ 


由 于 
Simsur = HO +b)(d - k) 
Sxzuwgsgyr = Soser - Saaz - Sasy = 


(aroja - % _ hy 


RAR 四 , 即 只 要 证 
ax + by -2(a +b)k > 0 © 
由 式 @ 四 得 


(a + b)zy 
= 2(ay + bx) 


RAR @ 的 左 端 ,可 得 
ax + by -2(a + byk = 一- 


ay + bx 
因此 , 原 命题 成 立 . 


> 


GO HK, M R: A ABC 的 边 4B 上 的 两 点 ,L,N 是 边 4C 上 的 
' BE- €D p. 
两 点 ,KK 在 MM,B 之 间 忆 在 N,C 之 间 , 且 Km = gy 求证 : 


公 ABC ,个 AKL, 人 AMN 的 垂 心 在 一 条 直线 上 
(2006 年 中 国 国家 集训 队 训练 题 ) 


WER öt AABC, A AKL, A AMN 的 垂 心 分 别 为 Hi, H,, Hy. 
车 Hi, H,, H, 有 两 点 重合 ,显然 它们 共 线 ;车 H, H, Hs 两 两 不 
同 , 过 点 M fE AC 的 垂 线 , 交 直线 H H, T H's. 
XÈ N fE AB 的 垂 线 交 直 线 H H, 于 本 3. 因 为 
MH, L AČ, KH, L AČ, BH, | AË 


所 以 Mg”, // KH, // BH, 

从 而 mH; = SK RH, 

同 理 H, = EE H H, 
KM _ LN 

x BK = CL 

所 以 BF, = Nr, 


即 H's, H", 是 同一 点 , 它 是 过 M KAC 的 垂 线 和 过 的 48 的 垂 线 
的 交点 .所 以 Hy, H'3, H's 是 同一 点 .从 而 Hi, Ha, Hy 共 线 . 
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O 设 点 0 是 锐角 人 4BC 的 外 心 ,人 B < LC, ER 40 交 边 
BC T. D, A ABD, AACD 的 外 心 分 别 为 点 E,FF. 延 长 BA 和 
Ch ,在 延长 线 上 分 别 取 点 G, H,1E1} AG = AC,AH = 4B. 证 


明 : 四 边 形 EFGH 是 矩形 的 充分 必要 条 件 是 人 A4CB - 
Z ABC =60. 
(第 45 届 国 际 数 学 奥林匹克 预选 题 ) 


证 明 ”如 图 120, 设 人 ABC = B,ZACB = y, 则 有 < y. 因 为 
AABC 是 锐角 三 角形 ,点 0 在 A ABC 的 内 部 ,所 以 
Z 0AC = W - 8 
于 是 ,有 
ADB = ZX DAC + ZACD = W - B + y >W 
故 A ABD 是 钝 角 三 角形 ,全 4CD 是 锐角 三 角形 ,点 EE 在 
A ABD 的 外 部 ,点 F HE AACD 的 内 部 ,点 O , E fE AB 的 异 侧 . 
因为 点 F,0 分 别 是 A ACD ,A ABC 的 外 心 , 则 
< FAC = 9%p - ZADC = LADB -9%P = y - B 
Z FDC = %W - ZX 0AC = B 
于 是 , FD // AB. 
同 理 , ED // AC. 
设 DA 与 GH 的 交点 为 P, 则 
LPAH = Z 0AC = PF - B 
另 一 方面 ,人 PH4 = Z ABC = B( 因 为 人 4BC 2 AAKG), Fi 
DL, ZAPH = %,B} AD | GH. 
又 因为 EF 是 AD 的 中 垂 线 , 所 以 ,4D | EF. 
因此 , GH // EF. 
故 AAAGH 和 À DFE 的 对 应 边 平行 , 则 要 么 HE 和 GF 的 交点 
在 AD 上 ,要 么 HE 和 GF 均 平 行 于 4D. 
由 于 EF 和 GH 均 垂 直 于 AD, 所 以 ,四 边 形 EFCH 是 矩形 的 充 
分 必要 条 件 最 后 一 种 情形 成 立 ,此 时 ,等 价 于 全 4GCH 组 人 DFE, 即 
等 价 于 DF = AG. 
又 由 于 点 R AACD 的 外 心 ,4G = AC, 所 以 
AC = AG = DF = AF = CF 
故 AACF 是 正三 角形 ,等 价 于 DF = AG. 
因为 全 4CP 是 以 4C 为 底 边 的 等 腰 三 角形 ,所 以 ,全 4CF 是 正 
三 角形 的 充分 必要 条 件 是 人 FAC = 60,8 y - 8 = GP. 
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OD 如 图 121 所 示 , 在 人 4BC 中 ,人 4BC = 90, D, G 是 边 CA 
上 的 两 点 ,联结 BD, BG. 过 点 A, G 分 别 作 BD 的 垂 线 , 垂 足 分 


别 为 E, F, ikti CF. 已 知 BE = EF ,求证 :人 4BG = Z DFC. 
GORBEA) 
(2006 年 第 3 局 中 国 东南 地 区 数学 奥林匹克 ) 


证 法 1 fE GM | 48 于 M, 设 4 与 BC 的 交点 为 ,联结 KM. 
由 BE = EF, 及 AE // GF Sl, K 2389 Rt BGM 斜 边 BG 上 的 中 线 ， 
所 以 BK = KG = MK,Z ABG = 人 BMK. 因 为 
BF .4K = 4Saagk = 2Sansc = AB - MG 
又 MG // BC, 所 以 


AB _ AM 
BC 7 MG 

故 AB - MG = BC - AM 

所 以 BF - AK = BC > AM 
BF _ AM 

H BC ` AK 


结合 ZK4B = 人 CBD, 知 人 KAM 人 CBF, 所 以 人 AMK = 
人 CFB, 于 是 人 BMK = 人 CFD, 故 Z ABG = ZX DFC. 


证 法 2 E RuA ABC 的 外 接 圆 w, 延 长 BD, AE 分别 交 w T K, 
J. 
联结 BJ ,CJ,KJ,FJ. 易 知人 BAJ = 人 KBC, 故 BJ = KC. 于 
是 四 边 形 BJCK 是 等 腰 梯形 ,又 AJ 垂直 平分 BF, 故 BJ = FJ, 故 四 
边 形 FICK 是 平行 四 边 形 . 
B AE j BG 的 交点 为 WM,FC 与 大 的 交点 为 N, 则 M,N 分 别 
是 BG 和 FC 的 中 点 ,于 是 
AB _ sin Z MAG _ sin Z JKC _ FK 
AG © sin Z BAM ` sin Z BKJ = CK 
X ZX BAG = Z FKC, FÈ À BAG AFKC, PVA 
ZABG = Z DFC 


OD fE AABC 中 ,P,0 分 别 是 边 AB,AC 上 的 点 , 且 使 得 
4PC = 人 408 = 45°. 过 点 P 作 边 4B WER B 交 于 点 
5, 过 点 Q 作 边 4C 的 垂 线 与 CP XATAR. i: D E: BC 上 的 点 ， 


且 使 得 AD | BC. 证 明 : PS,4D,OR ZRI, H SR // BC. 
《第 7 届 香 港 数学 奥林匹克 ) 


a 


解 ”如 图 124, 设 QR, AD 的 延长 线 交 于 E. 
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下 面 证 明 直 线 PE 和 PS 重合 . 
注意 到 
Z ABQ = 135° - Z BAC = ZACP 

则 B,P,Q,C 四 点 共 圆 . 

+Ë: ,ZAPQ = 一 4CB. 

又 LA4EO = 90 - Z EAC = 人 ACB, 从 而 ,4,P,E,0 四 点 共 
圆 .于 是 

LAPE = 18? - ZAQE = 90 

所 以 ,PE | AB. 

因此 ,PE ,PS EAH PS, AD, QR 三 线 共 点 . 

IH Z BQE = 90 -45° = 人 CPE, 知 P,Q,R,S 四 点 共 圆 .从 


LQPR = LQSR 
因为 B,P,Q,C 四 点 共 圆 ,所 以 
Z QPR = LQBC 


因此 ,人 QBC = ZX QSR,Ë SR // BC. 


O 在 等 腰 直 角 A ABC 中 ,C4 = CB = 1, 点 已 是 全 4BC 边 


界 上 任意 一 点 , 求 B84. PB - PC 的 最 大 值 .( 李 伟 固 供 题 ) 
(2005 年 第 5 届 中 国 西部 数学 奥林匹克 ) 


解法 1 首先 证 明 取 到 最 大 值 只 有 当 PE AB 时 , 才 可 能 取 
到 . 
(1) 如 图 125, 当 PE AC 时 ,有 


PA. PC < 1 pp < í: 


< 4 

故 PA > PB + PC <Ë 

其 中 等 号 不 成 立 (因为 两 个 等 号 不 可 能 同时 成 立 ), 即 
有 


PA + PB ° PC < £ 


(2) 如 图 126, 4 P € AB Bl ,Ëk AP = x € [02], 0 
f(x) = PA? + PB- PÊ = 
LOZ - x) (1 + 2? - /2x) 


令 t = x3-x), 则 st€ [o] G) = z(a) = Ga = D. 
注意 到 & (0) =u - 32 = (2-3. gl) Elo, 2] ruas, 


所 以 (x) < eE) = + ë PA ` PB. PCs 


J2 | 
= 党. 等 号 成 
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- Š 


立 当 上 且 仅 当 : = ‚E P 为 4B 的 中 点 时 取 等 号 . 


解法 2 (1) 如 图 127, 当 PP 在 线段 48 上 时 ,过 C 作 CD | AB 


TFD, 
设 PD = a, 则 
PA- PB = + - a, PC = | + + 2 
所 以 PA: PB: PC = [T - 2) 7 + 2 < 


re 
当 a = 0 时 ,上 式 取 等 号 . 


(2) 如 图 128, 当 P 在 直角 边 上 时 ,不 妨 设 在 BC 上 , 记 
PC =b, 则 


PA*PB:PC= bl-bVI+b < 
(HH P= 
TL <+ ly -Ê 
上 式 显然 不 能 取 等 号 . 
因此 PA + PB ` PC 的 最 大 值 为 籽 . 当 己 在 48 中 点 时 取 等 号 


OD CAE n WÉ A Ar An EA Bi, B237, Bni 如下: 
(1) 如 果 i = 1 或 i = n -1, 则 Bi 是 边 44i 的 中 点 ; 
(2) WÈ i 1,i n -1Si 是 414 和 44i 的 交点 , 则 


B, 是 ZASA 的 角 平 分 线 与 44i,1 的 交点 . 
WEW: Ai1Bihs + LABA, + …+ ZAB, AA, = 180. 
(第 45 届 国际 数学 奥林匹克 预选 题 ) 


解 ” 先 证 明 下 面 的 引 理 :如 图 129 所 示 , 设 四 边 形 ABCD 是 上 


下 底 分 别 为 48 和 CD 的 等 腰 梯 形 , 对 角 线 4C IBD EF AS, M 
边 BC 的 中 点 ,和 BSC 的 角 平 分 线 交 BC +T N. 


引 理 的 证 明 : 只 须 证 明 A.D, M,N 四 点 共 圆 .如 图 129, 设 4D | 


与 BC RFT, ARFA X. öt XA = XB = a,XC = XD = b. F 
是 


图 129 
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BN _ BS AB XA a 

CN " CS " CD ° XD "b 
i BN+CN a+b 
所 以 CN 7 b 


又 因为 BN + CN = BC = a - 5, 所 以 


CN = (a= b)b yy - -2ab 
a+b a+b 


由 于 XM = H, 
XM > XN = ab = XA - XD 
故 4,D,M,N WARM. 
现在 证 明 原 命题 . 
设 C; AB AA, 的 中 点 ,其 中 = 1,2,…,n - 1. 对 于 1 < 
i <n - 1 四边 形 AAA, A, 要 么 是 一 个 以 A14。 MAA 为 腰 的 
等 腰 梯形 ,要 么 是 一 个 矩形 .第 一 种 情况 ,由 引 理 可 得 人 41BA。 = 
LACA BZAR, B: = Ci, 结 论 仍然 正确 .于 是 ,有 
ZABA, + Z ABA, + … + 人 41B。 14。= 
ZAGA, + ZA.GA, + … + ZA(C,. A, 
因为 4,42…4，。 是 正 n 边 形 , 所 以 ,对 于 每 一 个 ii = 2,3，…， 
n 一 1, 都 有 
AA CA, 2 AA,.,- GIA..1-i 
Ë LA CAs = ZA,a2- GA... i = 2,3,-, n 
于 是 ,有 
LACA, + ZAYGA, + … + ZA(C,-AA, = 
ZAA, + LACiAs 1 + …+ ZA GA; = 180 
因此 , 原 命题 成 立 . 


O 给 定 实数 a,b,a > b > 0, 将 长 为 a RH b 的 矩形 放 人 
一 个 正方 形 内 (包含 边界 ) , 问 正方 形 的 边 至 少 为 多 长 ?( 陈 永 
高 供 题 ) 


(2005 年 第 4 届 中 国 女子 数学 奥林匹克 ) 


W 设 长 方形 为 4BCD ,4B = a,BC = 5, 中 心 为 0. 

以 0 为 原点 ,建立 直角 坐标 系 ,x 轴 ,y 轴 分 别 与 正方 形 的 边 
平行 . 

(1) 如 图 130, 线 段 BC 与 坐标 轴 不 相交 .不 妨 设 BC 在 第 一 象 
限 内 


ZB0x < + (92 - Z BOC) 
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此 时 正方 形 的 边 长 大 于 等 于 
BD - cos Z BOx > BD + cos C= BOC = 
BD - cos 4° - cos + Z BOC + 


2 


BD sin 45° ,sin 十 人 BOC = F(a + b) 


所 以 此 时 所 在 正方 形 边 长 至 少 为 (2(a + b). 


(2) 如 图 131, 线 段 BC 与 坐标 轴 相 交 . 不 妨 设 BC 与 < 轴 相 交 ，| 


不 妨 设 人 COx < 1 ZC0B. 
此 时 正方 形 的 边 长 大 于 等 于 
AC : cos 人 COx > AC +: cos 
所 以 此 时 所 在 的 正方 形 边 长 至 少 为 a. 
比较 情形 ,(1),(2) 中 结论 知 : 
# a < (V2 + 1)5, 则 正方 形 的 边 长 至 少 为 a. 


# a> (V3 + 1)4, 则 正方 形 的 边 长 至 少 为 他 (a +b). 


ZCOB _。 
2 -= 


€ 证 明 ; 三 角形 的 三 条 中 线 的 和 大 于 其 三 边 之 和 的 3 45. 
(2005 年 第 18 届 爱 尔 兰 数学 奥林匹克 ) 


证 明 ”如 图 132, 设 A ABC 的 三 条 中 线 分 别 是 4D, BE, CF, 
它们 交 于 重心 G. 


因为 
GA + GB > AB 
GB + GC > BC 
GC + ÇA > CA 
三 式 相 加 得 


2(GA + GB + GC) > AB + BC + CA 
X GA = 2 p, CB = 之 BE,CC = 之 CF, 则 
3 3 3 
S(AD + BE + CF) > AB + BC + CA 


故 AD + BE + CF > (AB + BC + CA) 


图 131 
A 
多 E 
B Ee 
图 132 


(CD 已 知人 48BC 的 三 边 BC,C4,4B8 上 各 有 一 点 D,E,F, 且 
WE AD ,BE,CF 交 于 一 点 6. 若 人 4CE, 和 全 CCD, 全 BCF 的 面 


积 相等 .证 明 :C 是 A ABC 的 重光 
(2005 年 第 18 届 爱 尔 兰 数学 奥林匹克 ) 


„AF BD CE _ 
解 ” 如 图 133, 设 知 = D. En 
由 塞 瓦 定 理 得 
mz = 1 
对 于 2 BFC 和 直线 4CD 应 用 梅 涅 劳 斯 定理 有 
FG CD BA _ 
CC DB AF ~ 
m FG _ BD AF x xy 
CC -DC BA?’ l+x l+ 
， > xy _ 
所 以 FC l+ x+ ay 
故 Sam = lsc = FE ° 名 Sse = 
kk a Tq 
(l+ x+ ay)(1 + x)" 245C 
同 一 
na Sa = (T+ y k yo + y) SA 
于 是 xy x TË 
(1+x+xy)(1+ x) ° (1+ y + xz)(1 + y) 
即 x(1 + y + xz)(1 + y) = z(1 + z + zy)(1 + z) 
因为 x(1+ y +y) = x+xy+ xz = x+zy+1 
所 以 1+y=z(1+x) = z+ mz 
同 理 l+z= x+ay,l + zx = y+ x 
三 式 相 加 得 


3 = zy + yz + z > 3 ay ` yz t Zx = 3 
当 且 仅 当 xy = yz = zx 时 ,上 式 等 号 成 立 . 
所 以 ,zy = yz = zm. 
DES ysk 
X xz = 1,M|x = y = z= 1. 
因此 ,D,E,F 是 三 边 的 中 点 . 
t G J A ABC 的 重心 . 
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(GB 如 图 134, 四 边 形 ABCD 中 ,点 P WE ZPAB = Z CAD, 
Z PCB = ZACD,0,, 0: 分 别 是 AABC, AADC 的 外 心 . 求 


证 :和 全 POLB 入 PO2D. 
(2006 年 中 国 国家 集训 队 训练 题 ) 


证 法 1 ( 田 廷 彦 提供 ) 
如 图 135, 延长 CP 交 A ABC 的 外 接 圆 于 Q. 联结 QA, QB, 
Q0,,A0,. 
在 等 腰 A 0,B0 和 等 腰 和 全 024D 中 ,由 于 人 B01Q@ = 2 人 BCQ = 
2ZACD = 人 402D, 故 
和 AOIBOw A0,AD ° 
X £ A PAQ 中 ,由 正弦 定理 


PQ _ sin PAQ _ sin(ZPAB + ZBAQ) _ 
PA ` sin Z PQA ` sin LCBA š: 
sin(ZDAC + ZBCO) _ sin( ZDAC + Z DCA) _ 
sin Z CBA y sin Z CBA i 
AC 
sin(180° - Z CDA) _ sin Z CDA _ R _ R, 
sin Ż CBA ~ sin CBA ` AC R 
R. 


其 中 Ri, Ra 分 别 是 A BAC 和 A DAC 的 外 接 圆 半径 . 
而 
BQ = 2Risin 人 BCO,D4 = 2Rəsin Z ACD 


BQ _ R 
故 DA ` R, 
PQ _ BQ 
由 此 PA ` DA 
x < BQP = ZX BAC = LPAD 
所 以 
APQB o APAD © 


由 四,@, 即 可 知 01,0, 是 相似 三 角形 POB 和 PAD 中 的 对 应 
点 ,从 而 得 A PB0, o APDO. WEHE. 


证 法 2 〈 柳 智 宇 提供 ) 

如 图 ,延长 线段 AP, CP 分 别 交 AACD 的 外 接 圆 于 C ,A'. 

首先 证 明 ADAC co ABAC, Ñ 01, 0 分 别 是 这 两 个 三 角形 
的 外 心 .然后 说 明 P 是 这 对 相似 三 角形 中 的 对 应 点 ,从 而 A PBO, 
a APDO RIKI). 
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OD EA X E: A ABC 的 边 4B 上 的 一 点 ,已 为 全 4CK 的 内 心 ， 


Q 是 A BCX 的 内 心 ,M 是 线段 PQ 的 中 点 .证 明 : MC > MX. 
(2005 年 第 18 届 爱 尔 兰 数学 奥林匹克 ) 


f ”如 图 137, 由 中 线 长 公式 有 
MÈ = (CP: + cQ) - +PQ 


MX? = (XP + XQ) - + PQ 


故 只 须 证 
CP? + CQ? > XP? + XQ? 
因为 
LPXQ = LPXC + LQXC = È ZAXC + + ZBXC = 9 
所 以 XP? + XQ? = PQ? 
因为 人 PCO = ZPCX + 人 QCX = $ ZACX + $ Z BCX = 
1 ZACB < 9% 

所 以 CP? + CO > PQ 
故 CP? + CQ? > XP? + XQ? 
因此 MC > MX 


设 IH A ABC 的 内 心 ,已 是 A ABC 内 部 的 一 点 ,满足 
LPBA + PCA = ZX PBC + Z PCB 


证 明 :4P > A1, 并 说 明 等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 是 P= 1. 
(2006 年 国际 数学 奥林匹克 ) 


证 明 设 人 4 = a,ZB = B,ZC = ,由 于 
Z PBA + Z PCA + Z PBC + LPCB=B+Y 


iBiz, Z PBC + PCB = E. h P,1 位 于 BC 的 同一 边 ,点 
B,C,1,P WAJE, BA P Æ ABC 的 外 接 圆 w E. i 0 为 
ABC 的 外 接 圆 , 则 o HPD M 29 0 的 弧 BC 的 中 点 , 即 为 /4 的 
平分 线 41 55 Q 的 交点 .由 于 AAPM, A 

AP + PM > AM = Al + IM = Al + PM 
故 4P > A 等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 是 p TREE AL 上 , 即 
P=1. 
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COD 已 知人 4BC RE LB > ZC,ZA 的 平分 线 和 过 顶点 4 
的 高 线 , PRIH BC 分 别 交 于 点 L,H,D. 证 明 : 人 HAL = 


ZDAL 的 充分 必要 条 件 是 Z BAC = W. 
(2004 年 第 12 局 土耳其 国际 数学 奥林匹克 ) 


解 ”充分 性 :车 BAC = 90P ,因为 AD 为 中 线 , 则 


BD = AD = DC 
故 Z DAC = ZACD = Z BAH 
X LBAL = 人 ChL, 所 以 

ZHAL = LDAL 


必要 性 :如 图 138, 若 人 EL = ZDAL, X. Z BAL = Z AC, W| 

BAH = 人 CAD. 作 直线 CK % AD 的 延长 线 于 K, 且 CK | ACW 
LAKC = 9p - Z DAC = WF - LBAH = Z ABC 

所 以 ,4,B8,K,C 四 点 共 圆 .故人 ABK = 90?. 于 是 ,4K 为 四 边 
JÉ 4BKC 的 外 接 圆 的 直径 、 

易 知 AD 与 BC 不 垂直 ,又 AK 平分 BC ,所 以 , BC 为 直径 . 

因为 BD = DC. 所 以 ,D 为 圆心 . 

故 DA = DB = DC. 

因此 , 公 4BC 为 直角 三 角形 ,和 BAC = 90. 


AD 已 知人 4BC, 全 PAB 和 公 04C 为 人 4BC 外 面 的 两 个 三 
角形 ,满足 4P = AB,AQ = AC 以 及 人 BAP = Z CAQ. RE 


BQ 与 CP 相交 于 点 RR. 设 O 是 ABCR 的 外 接 圆 图 心 .证 明 : 
40 | PQ. 


(2006 年 中 国 国家 集训 队 训 练 题 ) 


证 明 ， 设 圆 O 的 半径 为 ", 则 
PR. PC = PO? - ° 


QR: QB = QO2- ° 
所 以 P02-002= PR - PC - QR : QB 
因为 AP = AB,AC = AQ 
LPAC = LPAB + Z BAC = Z CAQ + Z BAC = Z BAQ 
所 以 APAC 2 ABAQ,PC = BQ 


过 4 作 公 PAC 的 高 4M #ü A BAQ 的 高 4N. 因 为 4M 和 AN, PM 
和 BN, CM 和 NO 是 全 等 人 PAC 和 A BAQ 的 对 应 元 素 , 所 以 
AM = AN,PM = BN,CM = NO 


RM = V AR — AM? = V AR? - AN? = RN 
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于 是 
PO? - QO? = PR - PC - QR - QB = (PR - QR):PC= 
(PR - QN - NR) - PC = (PR - MC - MR) » PC = 
(PM - MC)( PM + MC) = PM - MC = 
(PA? — AM?) - (AC? - AMP) = 
PA? - AC? = PA? - QA? 
故 40 L PQ. 


O Emi OABC, ZA, LB, ZC 的 平分 线 分 别 交 对 
WFAA ,B',C'. A4' 的 中 垂 线 与 BC 交 于 点 加, BB' 的 中 垂 


线 与 4C ZEFA B, CC' 的 中 垂 线 与 AB XFA C. WEHA", 
B', C ZARR. 
(2004 年 西班牙 数学 奥林匹克 ) 


解 ”如 图 139, 注 意 到 
Z BAA' = LA'AC,LA"AA' = Z AAA 
相 减 得 ZX AAB = ZC 
于 是 ,44" 为 A ABC 外 接 圆 的 切线 . 
从 而 ,全 44"B co 入 C4"4. 故 
Be _ BA AA (AB)? 
AC = \AC 
m2 $ 
ú J w 2 
ma pe wa on" lac aB cB) =! 
由 梅 涅 劳 斯 定理 的 逆 定 理 知 A", B,C 三 点 共 线 . 


COD 已 知 P 是 个 4BC 内 一 点 ,过 P 作 BC,CA,4B HER, HE 
FEHMA D,E, F.X Q 是 人 4BC 内 的 一 点 , 且 使 得 


LACP = LBCQ,LBAQ = LCAP 
MEB: Z DEF = W 的 充分 必要 条 件 是 0 为 A BDF 的 垂 心 . 
(2004 年 泰国 数学 奥林匹克 ) 


证 明 ”必要 性 : 设 人 DEF = 90. 
如 图 140, 设 直线 FQ, DQ 交 边 BC,4B FX, Y. B SLA, E, P, 
5P,D,C, 尼 分 别 四 点 共 圆 . 则 
Z QAC + LQCA = LFAP + Z PCD = 
Z FEP + Z PED = Z FED = 9 
所 以 ,人 40C = 90 ,注意 到 
AAFP o AAQC,APDC o AAQC 


90 


最 新 世界 各 国 数学 奥林匹克 中 的 平面 几何 试题 
ZUIXIN SHUIE GEGUO SHUXUE AOLINPIKE ZHONG DE PINGMIAN JIHE SHITI 
m AF _ AP CD _ CP 


因为 和 F40 = ZPAC, ZACP = 人 QCD, 则 
AAFQ o A4PCo AQDC 


所 以 Z FAQ = ZX DQC, Z FQA = ZDCQ 
故人 DYB = ZYFQ + ZYQF = LYQF + Z FAQ + Z FQA = 
Z WF + X DQC + LFQ4 = 


180 - ZAQC = 9° 
Z FXB = ZXQD + Z QDX = Z XQD + Z DCQ + 
ZDQC = ZX XQD + LFQA + Z DQC = 
180 - ZAQC = 9% 
E, Q 是 全 BDF 的 垂 心 . 
充分 性 : 设 @ 是 全 BDF 的 垂 心 . 
设 直线 FO ,DC 交 边 BC ,4C 于 X,Y. 易 知 四 边 形 PFQD 是 平 
行 四 边 形 . 
& LBAQ = a, LEDP = LACP = LQCD = B. 
在 公 AFQ 中 应 用 正弦 定理 得 


| — —. — PE: 
sin(9° - B — a) 7 sin a 


由 AF = AP cos(4 - a) 和 正弦 定理 (在 A APC 中 ) 得 
APcos(A -a) _ FQ _ PD _ 


cos(B +a) “sina sina 7 
PCsin( C - 8) _ APsin(C - 8) 
ina 于 


则 sin £ * cos( A — a) = sin( C — B) ° cos( B + a) 
H B+ ZA- a = 180 - (ZC - 8 + XZB +a) ,f8 
sin(8 + A - a) = sin(C - 8 + B +a) 
则 sin(8 - A +a) = sin(C - 8 - B - a) 
AX ZA + LB + ZC = 180P, 故 必 有 
B-ZA+a=ZC-ß-ZB-a 
a +B = % -ZB 
此 时 ,有 
LAQC = (a + ZABQ) + (B + Z CBQ) = a + B + ZX B = 90 
故 LDEF = ZX DEP + Z FEP = Z DCP + FAP = 
Z QCA + ZX QAC = 180 - Z AQC = W 
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(05 已 知 斜 边 为 AC 的 Rt 人 4BC,B fE AC 上 的 投影 为 及 .车 
AB, BC, BH 可 以 构成 一 个 直角 三 角形 , 求 甬 的 所 有 可 能 的 


值 . 
(2005 年 第 18 届 爱 尔 兰 数 学 奥林匹克 ) 


# ”因为 48 > BH,BC > BH, 所 以 ,4B 或 BC 为 由 4B,BC， 
BH 构成 的 直角 三 角形 的 斜 边 . 
不 妨 设 BC > 4B, 如 图 141 所 示 , 于 是 ,有 
AB? + BR? = BC? 


因为 CH? + BR? = BC 
所 以 AB = CH 
H A AHB o A ABC ,得 
AB _ AH + CH 
AH” AB 
m CH _ AH + CH 
AH CH 
BAH - atib = x+ 所 Mr = ÉH 
心 +1 


"AB > BC 时 ,所 求 的 比 为 上 = SH, 


综 上 所 述 , 和 的 所 有 可 能 的 值 为 1 


O 在 方 格 纸 上 画 有 一 个 矩形 , 它 的 边 与 方 格 线 交 成 45" 的 


角 , 它 的 顶点 都 不 在 方 格 线 上 , 试问 :矩形 的 各 余 边 能 否 都 刚 


好 穿 过 奇数 条 方 格 线 ? 
(2005 年 第 31 局 俄罗斯 数学 奥林匹克 ) 


解法 1 不 可 能 . 
如 图 142, 假 设 存在 矩形 4BCD, 它 的 各 条 边 都 刚好 穿 过 奇数 
条 方 格 线 .不 妨 设 AB 是 它 的 较 短 边 .选择 一 个 直角 坐标 系 , 它 的 
原点 位 于 某 个 结 点 上 , 它 的 坐标 轴 位 于 方 格 线 上 , 使 得 在 矩形 的 
各 个 顶点 中 ,顶点 4 的 横 坐标 最 小 ,顶点 B 的 纵 坐标 最 小 . 分 别 以 
A,,B,,C,, D, ÑA, , B,, C, , D, 表示 各 个 顶点 在 x 轴 与 y 轴 上 的 投 
K. 
由 于 顶点 4,B,C,D 均 不 在 方 格 线 上 ,所 以 ,点 As, Bas Cas D, 
的 横 坐 标 和 点 4y , By, C, D, 的 纵 坐 标 都 不 是 整数 . 注意 到 A.B, = 
D.C, 和 4.D。 = AD - cos 45° > AB + cos 45° = 4.B., 所 以 ,四 个 顶 
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点 在 x 轴 上 的 投影 按 4。, B., Das C, 的 顺序 排列 (点 B, 55 D, 可 能 
重合 ). 同 理 ,四 个 顶点 在 y 轴 上 的 投影 按 B,,4,, C, D, 的 顺序 排 
列 ,同时 ,有 
A.B, = D;C, = BA, = C,D, = AB - cos 45° 
B,D, = A,C, = (AD - AB)cos 45° 

分 别 用 0,Dp,.tb.tao sisa 表示 线段 A,B, , BA, , D;C, , C,D,, 
B.D,,A,C, 上 的 坐标 为 整数 的 点 的 个 数 .由 于 在 线段 4.B, 上 恰好 
有 t 个 坐标 为 整数 的 点 ,所 以 , 边 4B 恰 与 41 条 纵向 的 方 格 线 相交 . 
AA, h TERE AD, EH ta + s 个 坐标 为 整数 的 点 ,所 以 , 边 
AD 恰 与 i4 + sz 条 横向 的 方 格 线 相交 . 其 他 线段 类 似 . 

综 上 可 知 , 和 矩形 的 每 条 边 与 奇数 条 方 格 线 相交 等 价 于 以 下 各 
数 都 是 奇数 : 

ti + tts + Lil + t4 + S| + S29t2+ l3 + Si + 52 

引 理 : 如 果 数 轴 上 的 两 条 线段 的 长 度 都 是 4, 并且 它们 的 端点 
的 坐标 都 不 是 整数 ,那么 ,它们 上 面 的 整 点 的 数目 至 多 相差 1. 

引 理 的 证 明 :事实 上 , 若 线 段 的 左 端点 位 于 非 整数 处 , 右 端 
点 位 于 非 整数 5 处 , 且 它 上 面 有 上 个 整 点 n,n + 1,…,n + 上 -1， 
则 


n-l<a<n,n+k-1<b<n+k 


因此 k-I<d=b-a<k+1 
于 是 d-l<k<d+l 
从 而 ,k = [dj] 或 & = [dj]+1 
引 理 得 证 . 


由 引 理 知 ,t,t2,t3,44 至 多 相差 1, 即 它们 等 于 + 或 : + 1. 
同 理 ,si 与 ss 等 于 s 或 ;+ 1. 
由 于 41 + ty 为 奇数 ,所 以 ,tI Z t. 
为 确定 起 见 , 设 = tt = t+1. 
(1) 车 ts = 4, 因 ta + 8 为 奇数 , 知 ua = t+1. 则 
St s= (ti + ta + s+ s2) - (ti + t4) = 
Cti + t4 + si + s2) - (2t + 1) 


为 偶数 . 
于 是 ,s1 = s. 
这 样 一 来 ,就 有 


(+s + ta) - (n + $n + t) = 2 
与 引 理 中 关于 线段 AC, fü D.B, 上 的 整 点 个 数 至 多 相差 1 的 断言 
FA. 
(2) 车 ts = t +1,0] t4 = 上 此 时 


s1 + s2 = (ti + t4 + si + s2) — (n + ta) 
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为 奇数 .于 是 
= 3,82 = s+1 
或 S= s+1,s = s 
但 是 ,第 一 种 情况 与 引 理 关于 线段 A.D. M B,C 的 断言 矛盾 ; 
后 一 种 情况 与 引 理 关于 线段 4,D, 和 B.C, 的 断言 地 盾 . 


解法 2 假设 存在 满足 条 件 的 矩形 ABCD. 

设 AB > V2. 分 别 在 边 AB 和 CD 上 截取 8B' = CC = /2. + 
是 ,线段 BB' 和 CC' 都 恰好 分 别 与 一 条 纵向 的 方 格 线 相交 ,也 都 恰 
好 分 别 与 一 条 横向 的 方 格 线 相交 , 且 B'C' 可 由 线段 BC 平移 具有 
整 坐标 的 向 量 B 玉 来 得 到 .因此 ,矩形 4B'C'D 仍然 满足 条 件 . 

继续 进行 这 样 的 操作 ,最 终 , 可 得 到 一 个 满足 条 件 的 矩形 ,其 
各 边 长 都 小 于 /2( 仍 记 作 ABCD). 

此 时 ,矩形 的 每 条 边 都 恰好 与 一 条 方 格 线 相交 , 即 或 者 与 一 
条 纵向 方 格 线 相交 ,或 者 与 一 条 横向 方 格 线 相交 ， 

设 矩 形 的 最 肆 左 的 顶点 为 4, 最 千 下 的 顶点 为 B, 最 右 的 顶点 
为 C, 最 上 的 顶点 为 D. 若 线段 AB 与 BC 都 与 纵向 方 格 线 相交 , 则 
折线 CDA 也 与 这 些 方 格 线 相交 , 且 它 们 都 不 与 横向 方 格 线 相交 . 
此 时 ,和 矩形 ABCD 在 水 平方 向 的 投影 长 度 就 大 于 1( 在 4 与 C 之 间 
至 少 有 两 条 纵向 方 格 线 ) ,而 在 竖 直 方向 的 投影 长 度 却 小 于 1, 这 
是 不 可 能 的 . 

车 4B 与 BC 都 与 (同一 条 ) 横向 方 格 线 相交 , 则 矩形 ABCD 被 
夹 在 两 条 相 邻 的 纵向 方 格 线 之 间 . 此 时 ,4D 和 DC 也 都 与 横向 方 
格 线 相交 ,根据 同样 的 理由 ,这 也 是 不 可 能 的 . 

现 只 剩 下 一 种 情况 (或 其 对 称 情况 ), 即 AB 与 CD 都 与 同一 条 
纵向 方 格 线 v 相交, 而 BC 与 4D 都 与 同一 条 横向 方 格 线 h 相交 .此 
时 ,点 4 与 点 8 位 于 h 的 下 方 ,点 C 位 于 h 的 上 方 ,因此 , BC > AB. 
同 理 ,点 8 与 点 C 位 于 v 的 右 侧 , 点 D tu Fo 的 左 侧 . 从 而 , BC < 
CD. 于 是 ,4B < BC < CD, 这 是 不 可 能 的 . 


M 一 个 三 角形 的 三 个 内 角 的 余弦 分 别 等 于 另 一 个 三 角形 


的 三 个 内 角 的 正弦 . 试 求 这 六 个 内 角 的 最 大 值 . 
(2005 年 第 31 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 ) 


解 3 
4 
将 第 一 个 三 角形 的 三 个 内 角 分 别 记 为 a1,a2,a3, 将 第 二 个 三 


角形 的 三 个 内 角 分 别 记 为 pip- 
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由 于 cos a; = sin B > 0, 所 以 ,ai,azyas3 均 为 锐角 , 且 B; = 
tej = 1,2,3. 从 而 ,有 


r= Bi + D + bs = Z + (z ai tot a) 


由 于 al + aa + a3 = x, 所 以 ,上 式 右 端的 括号 中 既 有 加 号 ,也 
ARG. 

又 由 于 第 二 个 三 角形 中 不 可 能 有 两 个 钝 角 , 所 以 , 括号 中 必 
有 一 个 加 号 ,两 个 减 号 .从 而 ,该 式 即 为 


r= 六 + (ai - aa = a3) 


结合 ai + az + a3 = n, Wi al = PA =% 


由 于 第 二 个 三 角形 中 只 能 有 一 个 印 角 ,第 一 个 三 角形 又 都 是 
锐角 , 故 六 个 内 角 中 的 最 大 值 是 到 . 


将 梯形 的 各 个 顶点 均 作 关 于 不 包含 该 顶点 的 对 角 线 的 
对 称 点 .证 明 : 如 果 所 得 到 的 四 个 像 点 也 形成 四 边 形 , 则 必 为 


一 个 梯形 . 
(2005 年 第 31 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 ) 


证 明 ”如 图 143, 将 原来 的 梯形 记 为 48CD, 其 下 底 为 4D, 上 
底 为 BC ,将 两 条 对 角 线 的 交点 记 为 0, 并 将 所 得 的 四 个 像 点 分 别 
记 为 4',B',C',D'. 

于 是 ,线段 BD 与 8'D' 关于 4C 对 称 . 故 知 它们 相等 , 且 相交 于 
直线 AAC 之 上 , 即 相 交 于 点 0. 


BO _ B'O 
因此 ,00 = op 
同时 ,线段 4'C' 经 过 点 0, 且 
Co _ Co 
04 ` 04’ 
X HT AA0D o ACOB, FRV 
BO _ CO 
OD ` OA 
B'O -CO 
从 而 0D 7 O8 


故人 4'0D' co AC'OB' ,这 就 表明 B'C' // A'D. 
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O 设 凸 四 边 形 的 面积 为 5. 对 它 的 每 个 顶点 ,都 作 其 关于 不 
经 过 它 的 对 角 线 的 对 称 点 .将 所 得 到 的 四 个 像 点 组 成 的 四 边 


形 的 面积 记 作 S' EM: S. < 3. 
(2005 年 第 31 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 ) 


证 明 ”在 所 作 的 变换 下 ,四 边 形 的 对 角 线 的 长 度 保持 不 变 ， 
对 角 线 的 交点 保持 不 变 .将 原 四 边 形 两 条 对 角 线 间 所 夹 的 锐角 记 
fE a. 在 变换 之 后 ,对 角 线 间 的 夹 角 之 一 变 为 3a 或 3a - r. 因 此 

S 
s = 


sin 3a 


I = 3 - 4siña | < 3 
sin a 


《9 已 知 梯形 ABCD 满足 4B // CD, E 为 边 4B 上 一 点 , 且 满 
E EC // AD. B AC, BD , DE 交 出 的 三 角形 的 面积 记 为 1, 梯 


JE ABCD 的 面积 记 为 7. 当 去 取 最 大 值 时 ,求人 mt. 
(2004 ~ 2005 年 多 牙 利 数学 奥林匹克 ) 


解 ” 如 图 144, 由 题 意 知 四 边 形 AECD 为 平行 四 边 形 . 故 AC, 
DE 的 交点 下 平分 DE. 
ww EB 
BE = x, 则 
DG: GB =1:(1+z) 
因为 上 = Saper PLA 


2+ 
x 


Saprg = 21(2 + x), Saane = 2t * 


则 T = Sappc + Saane + SApEB = 2SA4pE + Saner = 


„24x 
x 


4t 


故 工 =4x2+s+202+z)=204+ 生 +a) 
t x x 
当 x = 208, 取 最 小 值 
AB lts, 
Cp 1 


+2t(2 + x) 


因此 


CD 已 知 锐角 OABC, R A ABC 内 的 点 M 的 轨迹 ,使 得 


MF - AG + MG * BF 


AB - FG = TM 


其 中 F, GANEA M 在 边 BC,4C 上 的 投影 . 
(2005 年 保加利亚 国际 数学 奥林匹克 选拔 赛 试题 ) 
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解 ” 设 点 4,B 在 直线 FG 上 的 投影 分 别 为 P,Q, 则 
AB > PQ = PG + GF + FQ 

又 因为 C,F,M,G 四 点 共 圆 ,所 以 
LCMF = ZCGF = ZAGP 

Am, A AAPG ACFM. 


PG _ MF _ MF. AG 
于 是 ,4C 本 CH 8 Pe = CM 
Fm or = MG BF, 
进而 可 得 


MF - AG + MG* BF 
CM 


当 且 仅 当 4B// FG,BP Z BAC = 人 FCC = 人 AGP 时 ,等 号 成 
于 是 ,MCB =% - 人 BAC = 人 0CB, 其 中 0 为 人 4BC 的 
i C0 与 48 交 于 点 D, 则 点 M 的 轨迹 为 线段 CD( 不 包含 点 C, 
人 经 验证 ,线段 CD 内 的 点 满足 条 件 . 


AB - FG > PG + FQ = 


CD 以 点 C 为 旋转 中 心 , 将 A ABC 旋转 为 AA'B'C . 设 线段 
BA' ,4C ,BC 的 中 点 分 别 为 W,E,E. 若 4C 关 BC, 且 EN = 


FM, 求 人 EMF 的 度数 . 
(2005 年 保加利亚 国家 数学 奥林匹克 ) 


解 ”如 图 145, 联 结 44' ,BB' . 设 


BC = BC = a 
AC =A'C=b 
AB = A'B' = c 
ZACB = y 


因为 人 44'C w 全 BB'C, 所 以 
AA' : AC = BB' : BC = k 
故 44' = kb,BB' = ka 
在 广义 四 边 形 ABCA' 和 4'B'BC 中 分 别 应 用 欧 拉 定理 ,可 得 
4EM? = Kb? + è+ b? + a2 - A'B2 - b2 
4FM? = Pa + ê+ 2 + a? - A'B2 a 
由 于 EM = FM, 所 以 ,有 
(FP-D)(e-b)=0 
又 因为 a Z 5, 于 是 ,有 k=1. 


第 一 章 有 关 直 线形 的 试题 
DIYIZHANG YOUGUAN ZHIXIANXING DE SHITI 


所 以 ,全 44'C 是 正三 角形 , 即 旋 转角 为 + 60. 
下 面 只 考虑 旋转 角 为 60?( 逆 时 针 方向 ) 的 情形 , 另 一 种 情形 
类 似 . 
在 人 4'BC 中 ,由 余弦 定理 得 
A'B? = a? + b? — 2abcos(6P - y) 
# AAB'C 中 ,可 得 
4EF? = B'A? = a? + b? -2abcos(60 + y) 
又 因 
4EM? = c) + b?’ + a? AB = c? + 2abcos(60°- y) = 
a? + b? _ 2abcos Y + 2abcos(6¥ - y) = 
a? + b? — 2abcos(60° + y) = 4EF2 
所 以 ,全 BFM 是 正三 角形 . | 
从 而 ,有 Z EMF = 6. | 


Q 设 和 全 48C 的 边 4B 的 中 点 为 N, ZA > 人 B,D 是 射线 4AC 
上 一 点 ,满足 CD = BC,P 是 射线 DN 上 一 点 , 且 与 点 4 在 边 
BC WIFI, WE Z PBC = ZA,PC 55 AB ZFA E, BC $ DP 


BC EA 
交 于 点 TRAER - E 的 值 . 


(2005 年 土耳其 国际 数学 奥林匹克 代表 队 选 搜 赛 试题 ) 


解 ”如 图 146, 延 长 BP 交 直 线 4C + F. FJ, 
和 4CB A BCF 
从 而 AC : CF = BC2 


故 CF = =” 


TC " TC * FBC 
同 理 , 由 直线 DNP 截 人 4BF ,得 

FP BN AD 

PB ` NA ` DF 
由 直线 CEP # A ABF ,得 

FP BE. AC | 

PB ` EA ` CF 7 


g? A FP.AC AN. ED. AC ED AC _ 
BE ° PB ` CF ` BN `AD ` CF ° AD CF7 
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BC 

AC +BC AC _ BC AC AC 

AC+ BC BC ` AC BC BC 
AC 


AD EMANA ABCD,AD f) BC = {E},AC N BD = 


| 对 .证 明 : 当 且 仅 当 4B // CD, B. IC = IA - ACR}, A EDC È 
心 与 人 MB 的 重心 重合 . 
(2005 年 罗马 尼 亚 数 学 奥林匹克 ) 


WA 由 7= AC 门 BD, 存 在 m,n > 0, 使 得 
Të + m = 0,10 + nb = 0 
AX AD N BC = {Ei, 则 可 找到 a,b € R, 使 得 
TŪ = al+(1-a)TB = bTD + (1 - b) À 
# TË =- am + (1-a)1B =- bnTB + - b) TÄ 
从 而 
-am = 1-b,l-— a =- bn 0 
HANTE + TË + TD = b + I.W 
TË = (1+ m) TÄ + (1 + n) TË 
时 ,全 EDC 与 人 MB 的 重心 重合 . 
于 是 ,有 
-am=l+4m,l-a=l+n @ 
由 式 O 与 式 @ 联 立 得 
m=n,m = m+1 


IC _ ID [ IC)? _ Ic | 


从 而 ,六 = mwla = 4 + LMF AB // CD, 且 人 = | 


IA + AC. 


Œ H AABE 为 非 直角 三 角形 ,其 垂 心 为 H, M, M, M> 分 
别 为 边 BC, C4 ,4B 的 中 点 . 令 A, Bi, Cl 分别 为 H AFM, 
Mi,M3 的 对 称 点 ,42,B2,Cs 分 别 为 ABA C.A CBA, 
AAC, B 的 垂 心 .求证 : 


(1) AABC 与 AA;B,C,; 的 重心 重合 ; 
(2) 由 AAA.42,2 BB) B2, A CC) C, 的 重心 所 构成 的 三 
角形 与 A ABC 相似 . 
(2005 年 罗马 尼 亚 数 学 奥林匹克 ) 


证 明 ”如 图 147, 因 为 人 BHC 与 人 C41B 关 于 对称 , 且 A 
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为 A BHC HED, PV, A 为 À RFM 的 对 称 点 . 
(1) 对 任意 一 点 已 有 
PĒ + PË = 2 PM; = Pà + PA, 


将 类 似 的 关系 式 相 加 得 
X P£, = >) Pá = 3 PŠ 
由 此 可 推 知 所 证 结论 成 立 . 


(2) 设 Ga, Ga, Gc 分 别 为 人 44142, 全 BB1B2, 公 CC1C; 的 重 
心 . 因 此 


TH, = L+H + H.) = 


-4 HA + 2 HM; + HÄ + 2 AM) = $ HW, 


即 GG, = $ GN, - TM.) = $ MM, = 2 Bi 
由 此 可 知 ,由 AAA, A2, ABB, B2, A CC) C, 的 重心 所 构成 的 
三 角形 与 人 4BC 相似 , 且 相 似 比 为 地 


CO 已 知 锐角 入 48C ,对 其 内 部 或 边界 的 任意 点 TE, Ta, 
To, T, 是 由 点 了 分 到 边 BC, CA, AB 所 作 垂 线 的 垂 足 . 若 
AT, + BT, + CT, 
TT, + TT, + TT. 

证 明 : 当 且 仅 当 A ABC 为 等 边 三 角形 时 ,/(7) 不 依赖 于 
点 了 的 选择 ， 


KT) = 


(2005 年 克罗地亚 数学 竞赛 ) 


证 明 ” 设 公 ABC 是 等 边 三 角形 ,证 明 f(7) 不 依赖 于 点 7 的 
选择 , 即 /为 常数 ， 
如 图 148, 点 了 为 以 a 为 边 长 的 等 边 三 角形 内 任 一 点 ,过 点 了 
作 
41B2 // AB 
B,C, // BC 
C A; // CA 
分 别 交 BC, CA, AB FA, A2, Bi, B2, Ci, C2. 
易 知 ATA A2, ATB: B2, ATC C 均 为 等 边 三 角形 , 它们 的 
高 分 别 为 TT, , 77,, 77.. 则 


TT, + TT, + TT, = Bar = 


4 + TB, + cr) = Ba 


第 一 章 ” 有 关 直 线形 的 试题 


图 147 


最 新 世界 各 国 数学 奥林匹克 中 的 平面 几何 试题 


100 
ZUIXIN SHIJIE GEGUO SHUXUE AOLINPIKE ZHONG DE PINGMIAN JIHE SHTI 


AT, + BT, + CT, = (AC, + C, T.) + (BA; + A1T,) + 
(CB, + BIT,) = (TB; + TGT) + 
(BA, + A142) + (haT + 
F (BA, + AA + A2C) = 
因此 ,对 等 边 AABC 内 任意 一 点 7T, 有 


故 /( T) 不 依赖 于 点 T 的 选择 . 

下 面 证 明 逆 命 题 . 

BAT) 不 依赖 于 点 T 的 选择 ,证 明 OABC 是 等 边 三 角形 . 

为 此 ,需求 出 以 A(4),f(B8),f(C) 的 值 . 

由 假设 /(T) 不 依赖 于 点 T 的 选择 , 即 

KA) = f(B) = (C) 

如 图 149, 考 虑 7 = A, Ty, T. 3 SA R G , 7, 为 过 顶点 4 的 高 
RHEE. i OABC 的 顶点 4,B,C 的 对 边 分 别 为 e,b,c, 其 对 应 
的 角 为 a,B8,7. 则 

TT, = TT, = 0,TT, = csin B,AT. = 0 
BT, = ccos B, CT, = b 


A 
Amr=T=T 5 È 


_ ccos p +b 图 149 
因此 (A) = “csin 记 
下 面 用 两 种 方法 继续 证 明 . 
证 法 1 由 余弦 定理 
2accos ß + 2ab _ 2ab + a? + °- b? 
JA) aii = 45 = 
a? + b? + c° +2b(a - b) 
45 
其 中 S 为 公 4BC 的 面积 . 


同 理 ,对 另外 两 个 项 点 ,有 
(B) = a? + b2 + c +2c(b - c) 


4S 
a s Ce 
Kc) = 二 二 + c(c- a) 
因为 /( 7) 不 依赖 于 点 了 的 选择 ,所 以 ,以 上 三 个 表达 式 必 相 


等 .于 是 ,有 
b(a-b)= e(b-c)= a(c-a)= x e° 
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HA a,b,c 是 非 零 的 , 则 


以 上 三 式 相 加 得 
0= 4( 二 + 二 + 二) 
而 上 式 括号 内 的 表达 式 非 零 ,因此 ,x = 0. 


再 由 式 @ 得 a = b = c. 
故 公 ABC 为 等 边 三 角形 . 


证 法 2 已 求 得 /(4) = ceos 8 +b 


csin 8 
同 理 可 得 
acos Y +c x. bcosa + a 
JB) = asin y KC) bsin a 


因为 /(T) 不 依赖 于 点 T 的 选择 ,所 以 ,以 上 三 个 表达 式 必 相 
等 , 故 


ccosB+b acosy+c _ bcosa +a 
csin ~ asiny © bsna 


ceos +b - bcosa+a 得 

csinp ~ bsina ’ 

becos Ü ° sin a + b? sin a = bccos a * sin £ + acsin 8 
则 bcsin(a - B) + b’sin a = acsin 8 = 2S = bcsin a 
从 而 bc sin(a — B) = bc sin a — b° sin a 


即 c sin(a — B) = (c - b)sina 
再 由 正弦 定理 得 
sin y + sin(a — 8) = (sin y — sin B)sin a @ 
类 似 地 ,可 得 


sin a » sin(B — y) = (sin a ~ sin 7)sin 8 
sin Ë ° sin(7 — a) = (sin Ë — sin a)sin y 
以 上 三 式 相 乘 , 且 左右 两 边 同 除 以 
sin a > sin P + sin Y(sin a * sin B ° sin y # 0) 
sin(a — B) .sin(B — 7) ° sin(7 - a) = 
(sin y ~ sin B)(sin a — sin y)(sin 8 — sin a) 


注意 到 
sin(x - y) = 2sin #57. cos Z5 


& 


sin x — sin y = 2sin £. cos 5 


于 是 ,有 
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sn oos ZB. i 87. 637. a 8 sa. bta 
故 sn. sinbo sin #54 


由 于 a,B,y 为 锐角 , 则 括号 内 的 表达 式 为 正 数 .所 以 
sn B. I B -sint =0 


isi 5A = 0, 则 a = 0. 
LAR Ø 4 sin 8 = sin y. 
因为 B,7 为 锐角 , 故 B = y. 
因此 ,a = B = y, 即 人 48C 为 等 边 三 角形 . 


AD 设 S 为 锐角 A ABC 的 边 4B 上 的 点 ,P,Q 分 别 为 A ASC 
F A BSC 的 外 接 圆 的 圆心 . 问 :点 5S 在 边 4B 上 的 什么 位 置 时 ， 


使 得 A PQS 的 面积 最 小 ? 
(2005 年 克罗地亚 数学 竞赛 ) 


解法 1 如 图 150, 设 XASC = w. 
因为 SP, SQ 分别 是 ASAC, A SBC 的 外 接 圆 半径 ,由 正弦 定 
理 得 


AC _BC_ 
SP = Zino’ SQ = ping 
由 圆心 角 和 圆周 角 定 理 得 


LPS = Z PSC + LQSC = [o> - 1 Zspc] + 
(9 - 1.Zsoc) = em - ZA) + (9% - ZB) = 
18p - ZA - Z B = ZACB 


则 Sans = + © SP + SQsin Z PSQ = 
AC > BCsin C _ Sase 
Bin w  — 4sin' w 


当 sinzw = 1,8 w = 90 时 ,取得 最 小 值 . 
因此 ,点 5 为 过 点 C 的 高 线 的 垂 足 . 
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解法 2 ”如 图 151, 过 圆心 P f Q 的 一 条 直线 季 直 于 公共 豆 
CS , 且 过 其 中 点 So, 从 而 
Sars = 二 Po * SSo 
设 Po, Qo 分 别 为 点 P,Q 到 48 的 垂 线 的 垂 足 . 
因为 AS 是 以 P 为 圆心 的 圆 的 弦 ,所 以 ,点 Po 为 AS 的 中 点 . 
同 理 ,点 Qo 为 BS 的 中 点 . 
因此 


A PQ: SSo > $ PoQo © SSo = TAB. T CS > 


1 1 
B CCo = + Saase 


其 中 Co 为 过 点 C 的 高 线 的 垂 足 . 
当 且 仅 当 PQ // AB B CS | AB 时 ,等 号 成 立 . 
但 这 两 个 条 件 是 等 价 的 ,因此 ,点 S 为 过 点 C 的 短线 的 垂 足 . 


解法 3 由 圆周 角 定 理 得 
ZSPQ = ZsPpc = ZSAC = LBAC 


类 似 地 ,有 和 SQP = Z ABC. 
因此 ,全 PQOS co A ABC. 


PS y 
# k = PS 为 相似 比 , 风 


Sargs = 有 2Sahac 
因为 AC 是 PS 为 半径 的 圆 的 弦 , 则 AC < 2PS. 
W k > T 
当 且 仅 当 AC HMP A,R CS L 4B 时 ,等 号 成 立 . 因 此 ， 
点 S 为 过 点 C 的 高 线 的 垂 足 时 ,全 PCS 的 面积 最 小 . 


CD EA OABC 的 内 切 图 的 半径 为 r, 圆 心 为 0, 过 点 0 的 直 
线 分 别 交 边 BC , Ch 于 点 D,E. 记 ACDE 的 面积 为 5. 求 证 : 


S 2r ,并 指出 等 号 成 立 的 条 件 . 
(2005 年 克罗地亚 数学 竞赛 ) 


解 ” 如 图 152, 公 CED 的 面积 $ 满足 
S = Saco + Saon = 2 | CE I° r+ 1 CD I: r = 


LCE1+1 CD | 
2 AR 


由 算术 - 几何 平均 值 不 等 式 得 
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图 151 


104 最 新 世界 各 国 数学 奥林匹克 中 的 平面 几何 试题 
ZUIXIN SHUIE GEGUO SHUXUE AOLINPIKE ZHONG DE PINGMIAN JIHE SHITI 


LCEIELCDI > TOE TT OD 


从 而 ,S> V1CE11CD1.r 

由 于 三 角形 两 条 边 长 的 乘积 不 小 于 三 角形 面积 的 2 倍 ,所 以 
1 CE |+| CD |> 2S 

04 ZC = 90P 时 ,等 号 成 立 

因此 ,S$ > vI CE I-I CD |: r > /2Sr,BD S? > 2Sr. 

所 以 ,S > 22. 

当 且 仅 当 CE = CD, ZC = W 时 ,上 式 等 号 成 立 . 


D 已 知 E,F 分 别 是 平行 四 边 形 4BCD 的 边 4B ,4D 上 的 点 ， 


且 满 足 EF // BD. 证 明 : 公 BCE 和 公 CDF 的 面积 相等 . 
(2005 年 克罗地亚 数学 竞赛 ) 


证 法 1 ”如 图 153, 因 为 人 CDF 和 公 BDF 有 公共 的 底 边 DF, | Eeg === 


且 边 DF 上 的 高 相等 (DF // BC) ,所 以 
Sacpr = Sano INS] 


又 因为 人 BDF 和 A BDE 有 公共 的 底 边 BD, 且 边 BD 上 的 高 | Á [N% j 
相等 (BD // EF), 所 以 


sÉ 


图 153 
Sasot = Sase 
同 理 SABpE = Sane 
综 上 ,得 Sase = Saor. 
证 法 2 ”如 图 154, 分 别 过 点 E, F EAC ER, EEN M, c 


AN, 设 AC 与 EF 的 交点 为 已. 因为 点 已 是 BF 的 中 点 ,所 以 pl 人 < 一 一 二 
AEMP 2 A FNP — 


故 EM = FN 4 < 
X. AAEC 和 公 ACF 有 公共 底 边 4C, 且 EM = FN, 所 以 
图 154 


Saagc = Sa4cF 
注意 到 Sac = Sasco $ Sagcg = Sacpr- 


D 求 满足 下 列 条 件 的 最 小 实数 4: 存在 两 个 边 长 都 是 整数 
的 三 角形 ,这 两 个 三 角形 不 全 等 ,而 且 这 两 个 三 角形 的 面积 都 


ÉE. 
(2005 年 新 西 兰 数学 奥林匹克 ) 


解 设 
s(a,b,c) = (at+b+e)(b+re-a)(cta- b)(a + b — e) 
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由 海伦 公式 知 , 边 长 分 别 是 a,b,c 的 三 角形 的 面积 是 
V sla,b,c). 


不 失 一 般 性 ,假设 ae >b > c. Pb = c+x,a =b +y= 
c+ x+ y, 其 中 x,y > 0.WJ 
s(a,b,c) = (a +b +c)(b+c-a)(c+a-b)Xa+b-c) = 

Bc +2x + y)(c —- y)(e + y)(c +2x + y) 

由 三 角形 三 边 的 关系 ,可 以 得 到 y < c. 

另 一 方面 ,如 果 非 负 三 元 整数 组 (c,x,y) 满足 y < ,那么 ， 
由 c+%x+Y,c+x,c 能够 构成 三 角形 三 条 边 . 

注意 到 ,s(c + x + yyc + xyc) 随 着 x 的 增加 而 增加 .对 c Pr 
有 可 能 出 现 的 情况 进行 讨论 . 

(1) M c = 1, 得 到 y = 0,34 x 分 别 取 0,1,2,3 时 ,s(c + 
x+ yyc + xe) 分 别 等 于 3,15,35,63. 

(2) MR c = 2, 得 到 y = 0 或 y = 1. 

当 y = 0,x 分 别 取 0,1 时 ,s(c+x+y,c+x,c) 分 别 等 于 48， 
128. 

My = 1 时 ,x 取 0 时 ,s(c + x + y,c + zx,c) 等 于 63. 

(3) í c > 3 时 

s(c+x+yc+sc)z3cxlxcxec= 
3c > 81 > 63 

所 以 , 当 s(c+x+yyc+xyc) 比 63 小 时 ,不 存在 两 个 满足 条 
件 的 三 角形 . 

sA 


== 


s(4,4,1) = s(3,2,2) = 63 
故 相对 应 的 两 个 三 角形 的 面积 都 是 


_ 夯 _3 
lt £ 


CD 在 凸 四 边 形 ABCD 中 ,人 4DC = 人 BCD > W, BE *-fT 
于 AD 交 AC 延 长线 于 点 ,AF 平行 于 BC 交 BD 延长 线 于 点 FF， 


联结 E,F. 证 明 : EF // CD. 
(2005 年 新 西 兰 数学 奥林匹克 ) 


证 明 ”如 图 155, 设 P Æ AC 和 BD 的 交点 . 
因为 BC // 4F, 所 以 ,全 PBC o Á PFA. Ë 


PF _ PA 
PB PC 
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PA » PB 
即 PPS pe 
PA: PB 
同 理 PE = pp 
PA : PB 
故 PE__PD _ _ PC 
F 7 PA» PB ` PD 
PC 
因此 EF // CD 


(22 已 知 凸 四 边 形 ABCD, P, Q 分 别 为 边 BC, CD 上 的 点 , 且 
使 得 和 BAP = Z DA0.. RIE: 4 AMH A ABP 5 AADO S 


心 的 直线 垂直 于 AC BJ, A ABP 与 AAD 的 面积 相等 . 
(2005 年 克罗地亚 数学 奥林匹克 ) 


证 明 ”如 图 156, 记 Hi, H: 分 别 为 AABP, AADO 的 垂 心 . 
H, 2 分 别 为 Hi, Ha 在 边 AC 上 的 正 交 投影 . 设 厂 1,H', 与 C 一 
样 位 于 点 4 的 同一 侧 . 

XAN H, = H'yBÍ, Hi H, 5 AC 垂直 , 即 当 且 仅 当 AH', = 
AH', Ut, H iH, | AC. 

过 点 4,B 作 A ABP HRR, EERIK A,B. 

因为 

ZCH' H, = XW, Z DA'H, = 9 
LPA'H = W, Z PB'H, = 9 
所 以 ,C,H'1, Hi, A';P,B', H, A 分 别 四 点 共 圆 .于 是 
AH', AC = AH, A4' = AB' 4P 
X LBAP = 人 D4Q = a, 则 
AB' - AP = 4Bcos + AP = 


AB - APsin a + 2eot a = 2Sahapeota 


2SAnepcot a 
故 AHĦ', = Ge 

25, cot a 
同 理 AW, = 一 


因此 , 当 且 仅 当 Saa = Saam BL, AH", = AH'2. 
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QB G. Ni UX A ABC 的 内 切 圆 的 圆心 ,01,0;,03 分 别 为 
A BCU,A CAU , A ABU 的 外 接 圆 的 圆心 . 求证 :个 4BC 的 外 


接 圆 圆心 与 A0 0:0: 的 外 接 圆 圆心 重合 . 
(2005 年 克罗地亚 数学 奥林匹克 ) 


证 明 ”如 图 157, 分 别 过 A ABC 的 顶点 4,B,C 及 其 内 切 贺 
圆心 U 的 直线 分 别 为 角 a,B,Y 的 平分 线 , 其 中 人 C4B = a, 
Z ABC = 8, BCA = y. 0 为 人 4BC 的 外 接 圆 圆心 . 

因为 三 角形 外 接 圆 圆心 位 于 每 条 边 的 垂直 平分 线 上 ,点 0 和 
O, 位 于 边 BC 的 垂直 平分 线 上 ,所 以 ,00, 为 边 BC 的 垂直 平分 线 . 

类 似 地 , 003, 0103 分 别 为 边 4B, UB 的 季 直 平分 线 . 

因为 人 UBC 与 人 03010 的 边 互相 垂直 ,所 以 


AUBC = Z0;0,0,Z05;0,0 = £ 


同 理 200,0, = Š 
故 L0010 = L0030, 
因此 , 公 0100; 为 等 腰 三 角形 , 即 00, = 003. 
同 理 可 得 00, = 00,. 
故 00, = 00, = 003. 
所 以 ,0 为 人 010203 的 外 接 圆 的 圆心 . 


吉 三 角形 内 切 圆 的 圆心 和 它 的 顶点 的 直线 将 原 三 角 


角形 .车 它们 之 中 的 一 个 三 角形 与 原 三 角形 相 || 


似 , 求 三 角形 三 个 角 的 度数 . 
(2005 年 克罗地亚 数学 奥林匹克 ) 


解 ” 如 图 158, 设 公 4BC 的 三 个 内 角 分 别 为 a,B8,7,0 为 其 
内 切 圆 圆心 .点 0 和 公 ABC 的 三 个 顶点 的 连 线 是 其 三 个 内 角 的 平 
分 线 .因为 


s2 G4 
LOBC = 3,L0CB = 了 了 


m A E = a 
则 人 C0B = 189 - > - 2 = 9 + Z 


不 失 一 般 性 , 设 A ABC 和 ACOB 相似 .于 是 ,COB 等 于 a， 
B,Y 中 的 一 个 . 


车 人 C0B = a, 9P + = a, 即 a = 180? ,这 是 不 可 能 的 . 
因此 ,和 C0B = 83 Z COB = y. 


sa 形 | 
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不 妨 设 人 COB = B, 则 有 人 OBC = a 或 人 OBC = y. 
若是 第 一 种 情况 ,有 BCO = 7, 则 过 = 7y ,不 可 能 .因此 
LOBC = y,ZBC0 = a 

于 是 Y = 2a,B = 27 = 4a 

因为 a+ß+y=180 

即 a +2a + 4a = 18 

W =Z. a. “y. 2 


《2B 给 定 一 个 凸 四 边 形 ABCD, P 为 其 内 一 点 . 求 满足 条 件 


Sapas ` Sapcp = Sapgc * Sapo 


的 点 P 的 轨迹 . 
(2005 年 捷克 - 波兰 - 斯 洛 伐 克 数学 奥林匹克 ) 


解 s 己 在 对 角 线 4C 或 BD 上 ,不妨 设 在 AC k, MI 
Sam = 外 = SS 是 消 足 条 件 要 求 的 等 式 . 
设 4C 与 BD 交 于 点 0, 且 点 不 在 4C 和 BD 上 ,不 纺 设 点 P 
XE AABO 内 . 设 BP 与 4C ZFA Q, DP 与 4C 交 于 点 R, 则 
AQ _ Sams AR _ Sam 
QC Sapac 'RC ` Sarci 
因为 Q x 及 ,所 以 ,上 面 的 两 起 丰 相 等 
综 上 所 述 , 满 足 条 件 的 点 P 的 轨迹 为 线段 4C 和 BD( 不 包含 端 
点 )， 


| 


D 已 知 在 一 条 直线 上 依次 排列 着 4 ,B,C 三 个 点 ,4A',B' 是 
在 直线 AB 同 侧 的 两 个 点 , 且 满足 44' // BB' ,点 4',B',C 不 
在 一 条 直线 上 . 设 人 44'C #l A BB'C 的 外 心 分 别 为 01,0,. 若 


Sanc = Sao co,’ R Z CAA 的 度数 ， 
(2005 年 丝绸 之 路 数学 竞赛 ) 


解 ”如 图 159, 若 ZCA 是 锐角 , 则 
Z C0,4' = 2 人 LC44' = 2Z CBB' = Z C0;B' 
车 LCAN 是 钝 角 , 则 
LC014' = 2(180 - Z CAA') = 2(180 - Z CBB') = Z C0,B' 
X Z CAA' = 9P 时 ,01,0, 分 别 是 4'C 和 B'C 的 中 点 ,不 可 能 | 
有 Sawe = Saco,0,: 因 此 
ZC0,4' = ZC0,B' 
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AA ACOA M ACOB 都 是 等 腰 三 角形 ,所 以 ,人 CO14' o 
AC0,B'. T JE 
Z0,CA' = Z0,CB' 
进而 ,和 01C0， = zace, aei A A 故 AA'CB' o 
入 01C0:, 则 
Sayer = Sao co, SMCB' 8 A 0,C0;=>C0, = CA' e 
ACOA 是 正三 角形 e 
ZC0,4' = 6D 
当 Z CAA' 是 锐角 时 ,和 CA4' = W. 
当 Z CAA' 是 钝 角 时 ,和 C44' = 150P. 


" 


Œ 设 D,E, 玉 分 别 是 人 4BC 边 BC,C4,4B 上 的 内 点 ,并 且 
A AEF,,Á BFD š A CDE 的 内 切 圆 半径 都 等 于 公 4BC PA 9 


半径 的 一 半 , 证 明 :D,E,F 恰好 是 A ABC 各 边 的 中 点 . 
(2005 年 巴尔 干 地 区 数学 奥林匹克 ) 


证 明 i OABC 的 内 切 贺 的 半径 为 ,1, 41,B1, C) 分 别 为 
公 4BC, 公 4FE, 公 BDF, 公 CED 的 内 心 .由 于 从 圆 外 一 点 到 圆 的 
两 条 切线 的 长 相等 , 故 AAB C 与 A DEF 的 周 长 相 等 . 
另外 ,这 两 个 三 角形 构成 六 边 形 AFB DOE, AEAEE 
的 顶点 到 另 一 个 三 角形 对 应 边 的 距离 相等 , 即 点 A 到 边 FE 的 距 
WESA FEA B 的 距离 是 亏 , 等 等 .又 因为 这 两 个 三 角形 有 
相同 的 周 长 ,于 是 ,有 
Saner = Sah Bc, 
BR, AAB, C 与 AABC 位 似 ,位 似 中 心 为 了 ,位 似 比 为 十 ， 
因而 
Sa 1 
SODE + ®© 
令 Do, Eo, Fo 分 别 表示 边 BC, CA, AB 的 中 点 ,将 于 , CE AE 
amah + z. + + 一 则 *,y,z 或 者 全 在 ( - ot, 
或 者 全 在 [ 0, 二 ) 中 
事实 上 ,如 果 x < 0 < y, ACE 的 内 切 贺 半径 将 大 于 
A CDoEo 的 内 切 加 半径 ,而 这 是 不 可 能 的 (因为 两 个 内 切 圆 半径 
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BEz) 
利用 这 些 记 号 ,可 得 
Saur „AEAF (1 TE )= 
Sag AC 人 = 三 2 人 427 下 = 
1 i 
4+ 3 
类 似 地 有 
Sam l z-z 
Ct i ee 
Sawe 1 y-x 
Sam EA a AT, 
m Saner _ | _ Samre _ Sagn Sawe _ 
Samc = T Saase SAC ` Saase 


+ + yx + yz + zx 
由 于 x,y,z 或 者 全 是 非 负 的 ,或 者 全 是 非 正 的 ,利用 式 QD 可 
以 断定 必 有 x = y = z = 0. 
因此 ,D,E,F 恰好 是 A ABC 各 边 的 中 点 . 


第 二 章 ” 有 关 固 的 试题 


DIERZHANG YOUGUAN YUAN DE SHITI 


第 二 章 ”有关 圆 的 试题 


CD) H ABCD 是 面积 为 2 的 长 方形 ,P 为 边 CD 上 的 一 点 ,Q 为 
A PAB 的 内 切 圆 与 边 AB 的 切 点 . PA， PB 的 值 随 着 长 方形 


ABCD 及 点 P 的 变化 而 变化 , 当 PA ° PB 取 最 小 值 时 ,(1) 证 
明 :4B > 2BC;(2) R AQ - BQ 的 值 . 
(2001 年 中 国 西部 数学 奥林匹克 ) 


证 明 (1) 由 于 Sase = y Saraso = 1, 从 而 
Ļ PA - PB - sin ZAPB = 1 


E asa 
m PA PB = in ZAPB P 2 

等 号 仅 当 了 APB = 90 时 成 立 .这 表明 点 PEAB 为 直径 的 
圆 上 ,该 圆 应 与 CD 有 公共 点 ,于 是 , PA， PB 取 最 小 值 时 ,应 有 
BC < 4Ë W AB > 2BC. 

(2) it AAPB 的 内 切 圆 半径 为 , 则 
PA:PB= (r + AQ)(r + BQ) = r(r + AQ + BQ) + AQ - BQ 
而 PA ° PB = 2Saapg»sr(r + AQ + BQ) = Sase 
于 是 AQ : BQ = Saare = 1 


O 已 知 等 腰 人 4BC(4B = BC) 中 ,平行 于 BC 的 中 位 线 交 
公 ABC 的 内 切 圆 于 点 下 ,其 中 FF 不 在 底 边 4C F. EB: f F hy 


切线 与 人 C 的 平分 线 的 交点 在 边 4B E. 
(2003 年 俄罗斯 数学 奥林匹克 ) 


证 明 ”如 图 1, 设 人 4ABC 的 内 切 圆 为 圆 1. 过 下 作 圆 1 的 切线 
交 AB FAP, Z AC 于 点 Q, 设 MN 为 中 位 线 , 则 BM 过 点 1. 又 设 圆 
1 55 4B,BC 分 别 切 于 点 D, E, Z MBA = 人 MBC = a, 则 人 BID = 
90 - a. 因 为 BD = BE, 所 以 , 劣 弧 DE 所 对 圆周 角 为 gp - a. 

设 BM 交 圆 1 于 点 .联结 FK, 则 KFM = 90. 

因为 MN // BC, 所 以 

LNMB = LMBC = a, LFKM = %® - a 


则 FM = DE. 又 
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LFMQ = LBCM = NF - a = Z BED,QM = QF 
于 是 ,人 BED 2 A QMF,# QM = BE. 则 CQ = CB. 
因为 BD = QF,PF = PD, 所 以 
PQ = PB, ZPBC = LPQC = 2a 
从 而 A PBC 2 A P0C, Z BCP = ZQCP 
故 过 点 F 的 切线 与 LC 的 平分 线 的 交点 在 边 4B E. 


G E.A ABC 为 锐角 三 角形 ,4B AC, VA BC 为 直径 的 圆 
分 别 交 边 4B ,4C FAM, N, BC 的 中 点 为 0,Z BAC 的 平分 


线 和 Z MON 的 平分 线 相交 于 点 RR. 求证 : 公 BMR 的 外 接 圆 和 
ACNR 的 外 接 贺 有 一 个 交点 在 边 BC E. 
(2004 年 国际 数学 奥林匹克 ) 


WA ”如 图 2, 首 先 ,证 4, 导 ,R,N 共 圆 .因为 人 4BC 为 锐角 
三 角形 , 故 M, NN 分 别 在 线段 48,4C 上 .在 射线 4R 上 取 一 点 RR, 使 
A, M,R, N30. AA AR, F4 BAC, kk RIM = R N. WS M, 
N 在 以 0 为 圆心 的 圆 上 , 故 OM = ON. 由 OM = ON,RIM = RIN 
知 点 R, fÉ Z MON 的 平分 线 上 ,而 AB x AC , 则 Z MON 的 平分 线 
与 Z BAC 的 平分 线 不 重合 ,不 平行 ,有 唯一 交点 R, 从 而 R = R, 
E 4,M,R,N 共 圆 . 

其 次 , 设 AR 的 延长 线 交 BC 于 K, 则 KK 在 BC 边 上 .因为 B,C， 
NN,M 共 圆 , 故 人 MBC = ZANM. 又 因为 A,M,R,N 共 圆 , 故 
Z ANM = 人 MRA. 从 而 人 MBK = 人 MRA. 所 以 B,M,R,K 共 圆 . 

同 理 可 证 C,N,R,K IB. 


GD 在 凸 四 边 形 ABCD 中 ,对 角 线 BD 既 不 是 Z ABC 的 平分 
线 ,也 不 是 Z CDA 的 平分 线 ,点 P 在 四 边 形 4BCD 内 部 ,满足 


PBC = 人 DB4 和 人 PDC = 人 BD4. 证 明 :4BCD 为 圆 内 接 || 


四 边 形 的 充分 必要 条 件 是 4P = CP. 
(2004 年 国际 数学 奥林匹克 ) 


证 法 1 1) 必要 性 : 设 ABCD 内 接 于 圆 卫 . 延长 BP,DP 交 
ABCD HIHAT FA X,Y. 

由 人 PBC = DBA, DB 不 平分 Z ABC K P 在 ABCD 内 知 
CÈ = 4D, ED x X. D, X 在 直线 4AC 同 侧 .因此 DX / AC. 

FM B ¿ Y,BY / AC. 

H DX // AC,AC // BY,D + X,B + Y,D,X,A,C,B,Y 均 
在 夏 上 知 以 下 三 个 点 对 均 关于 4C HERFOR I H: (D, X), 
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(A,C),(B,Y). 

而 P= DY f BX, 故 P 在 1 上 , 即 4P = CP. 

必要 性 得 证 . 

2) 充分 性 : 先 证 一 个 引 理 : 设 1,4 ,B,C 分 别 为 定 直 线 及 三 个 
定点 ,4 与 B,C 分 别 位 于 ! 的 两 侧 . 如 果 点 不 E 1, 并 且 直 线 XA 8: 
时 针 转 到 直线 1 所 需 最 小 角度 a( XX) 等 于 直线 XC 逆 时 针 转 到 直线 
XB 所 需 最 小 角度 B(XX), 则 称 X 为 好 点 .好 点 至 多 有 两 个 . 

以 ! 为 * 轴 ,垂直 于 1 的 直线 为 y 轴 建 立 坐 标 系 . 设 4(a,b)， 
B(c,d),C(e,f),X(x,0), 则 4,B,C,X 对 应 的 复数 为 

A=a+biB=c+di,C=e+fiX =x 
从 而 A- X=a-x+bi 
(a - x + bi)[cos a(X) + i- sin a(X)] = 
(a - x)cos a(X) - b > sin a( X) + 
[Ca - x)sin a(X) + b + cos a( X) Ji 
因为 直线 XA 逆 时 针 转 角度 a(X) 后 与 1 重合 ， 


(a = x)sin a(X) + b ° cos a(X) = 0 ®© 
pra XË = e- x + fi, KB =c-x+di 


故 XC 逆 时 针 转 B8(X) 角度 后 变 为 
(e — x + fi)[cos B(X) + i+ sin B(X)] = 
(e — x)cos B(X) — f > sin B(X) + 
[Ce ~ x)sin B(X) + f ° cos 8(X)]i 
BS XB 平行 , 即 
(ec — x)[(e -x)sin B(X) + f cos 8( X)] - 
d[(e — x)cos B(X) - f ° sinB(X)] = 0 
即 [Cc -x)(e - xz) + df]sin B(X) + 
[Ce ~ x)f - dle — x)]cos B(X) = 0 @ 
由 于 sin 0, cos 9 不 全 为 0, 故 x 为 好 点 exa(X) = PONE% 
于 u,v 的 线性 方程 组 
(a-x)u+bb=0 
[Ce - x)(e — x) + df]u +[(e- x)f- dle- a)]e = O 
有 非 零 解 o 
bile -= x)le — x) + df] + (a - x)[(c - x)f- dle -x)] = oo 
(b + d - f)x? + (af + cf - be — be —- ad - ed)x + 
ke bf + ade = af = 0 
Agla) = (b + d - f) + (af + cf- bc — be — ad — ed)x + 
bce + bdf + ade - acf 
#b+d-f=0,WI b 038 d f. Aü BC 与 1 不 平行 , 设 BC 
与 1 相交 于 点 7T(1,0), 则 B(7) = 0,a(7) > 0. 因 此 了 不 是 好 点 ,从 
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而 g(t) #0. 所 以 g(x) = 0 至 多 有 两 个 根 .因而 至 多 有 两 个 好 点 . 

引 理 得 证 . 

下 面 回 到 原 题 . 

A,B,C, DAMEA, AP = CP. 在 射线 BD 上 取 点 D*， 
使 4,D" ,C,B 四 点 共 圆 .由 于 BD 不 平分 人 A4BC, 人 ADC 及 AP = 
CP 知 P 是 直线 BP 与 4C 的 垂直 平分 线 的 唯一 交点 . 

设 射线 D*R 使 人 LCD"R = 人 A4D*B, 并 设 D*RN BP = 
ps 

由 1) 知 P*4 = P'C,BD P* 也 是 1 与 4C 垂直 平分 线 的 交 
点 .从 而 P”= P. 由 此 及 人 CD*R = LA4D"B 知 人 AD*B = 
ZCD*P. 

用 BD,4,C,P 分 别 代 替 引 理 中 的 1,4,B,C, 则 8,D,D" 均 
为 好 点 ,又 B8 zx D.B D' , 故 D = D. HER A,B,C, DUA 
共 圆 ,充分 性 得 证 ， 

综合 1) ,2) 结论 成 立 .证 毕 . 


证 法 2 不 妨 设 P 在 公 4BC H ABCD 内 ,如 图 3 所 示 . 
设 ABCD 为 圆 内 接 四 边 形 ,直线 BP, DP 分 别 交 4C + K Fl L. 
因为 
Z PBC = ZX DBA, Z PDC = LBDA 
LACB = ZADB,ZABD = ZACD 
# ADAB ,A DLC , A CKB 两 两 相似 . 
从 而 人 DLC = 人 CKB. 因 而 人 PLK = 人 PKL. 所 以 PK = PL. 
因为 人 BD4 = 人 PDC, 故 人 ADL = BDC. X ZDAL = 
Z DBC ,故人 4DL VA BDC. Wit 


BC 7 BD ` BC 
(后 一 等 号 用 到 ADAB co ACKB). HJEK AL = KC. 


因为 LDLC = 人 CKB, 故 人 4LP = 人 CKP. 又 因为 PK = | 
p 


PL,AL = KC, 故 AALP 2 ACKP. PHVA AP = CP. 
反 过 来 , 设 4P = CP. Ë ABCP 的 外 接 圆 分 别 交 直 线 CD , DP 
于 点 在 和 了 ,如 图 4 所 示 . 因 为 
Z ADB = LPDX, ZABD = Z PBC = LPXC 
# A ADB o 和 全 PDX. 从 而 


又 Z ADP = Z ADB + Z BDP = 
Z PDX + Z BDP = Z BDX 
故人 4DP o A BDX. Wik 


图 3 
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BX _ BD _ XD © 
AP 7 AD `" PD 
因为 P,C,X,Y 共 圆 , 故 
LDPC = LDXY, LDCP = LDYX 
从 而 人 DPC o 人 DXY. 因 此 
Yx _ XD © 


由 4P = CP,O M @ I4 BX = YX. 因 此 
LDCB = LXYB = LXBY = LXPY = PDX + PXD = 
Z ADB + Z ABD = 180 - Z BAD 
所 以 四 边 形 ABCD 为 圆 内 接 四 边 形 . 


( 辐 设 P 为 人 4BC 内 一 点 ,41,B1 和 C1 分 别 是 PA 和 BC,PB 
和 CA, PC f AB 的 交点 ,4A2, Ba 和 C, 分 别 是 B, C, 和 BC, 
Cih1 和 C4,A1B1 和 AB 的 交点 .Wi,W2 和 WW 分 别 是 以 ALA, 


B, B, 和 C, C; 为 直径 的 圆 .求证 : Wi, W, 和 Ws 有 一 个 公共 点 
的 充 要 条 件 是 W 和 W, 有 公共 点 . 
《2003 年 中 国 国家 集训 队 训练 题 ) 


证 明 ” 先 证 一 个 引 理 :一 条 直线 上 顺 次 排列 着 4, B,C,D 四 


AEAEE = AD, ARIA PRE BPD = Z, BPX 
AAPC 的 一 条 内 角 平分 线 ,PD 为 同一 角 的 外 角 平 分 线 . 
引 理 的 证 明 :如 图 5 所 示 , 作 
LQPD = z- LAPD = Z - ZAPB = 
> -LBPC' = LDPC 
所 以 DP 为 人 OPC' 的 平分 线 ,由 内 ,外 角 平 分 线性 质 定理 知 


AB _ AP _ AD 
BC ~ PC DC 
AB _ AD 
X BC = DC 
两 式 相 除 得 BC BC 


CD = CD 
而 C,C' 均 在 线段 BD 上 , 故 C 与 C' 是 同一 个 点 . 所 以 PB 为 
Z APC 的 平分 线 , PD 为 其 外 角 平 分 线 , 引 理 得 证 . 
下 面 回 到 原 题 ,必要 性 显然 ,证 明 充分 性 . 
如 图 6, 设 KK 为 Wi 与 配 的 一 个 交点 ,联结 4K, BK, CK, C K, 
C2K,A1iK,h2K. 视 AB, C, 为 A ABC 的 截 线 , 由 梅 氏 定理 得 


图 6 
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AC, BA. CB, 
CB AC BAF! ° 


# P H A ABC 内 一 点 ,由 塞 瓦 定理 得 
AC, BA, CB, 


0-0 = 
由 KE Wi, 知 和 A1K42 = a 


线 ,再 由 角 平分 线性 质 定理 知 -24 = BK 


+C = EKG 
2 - BK _ BA, CB, BA, CB, 
mag 12 "A.C BA ORC BA ` 
BK P 


Bo, sn, Ba BK = D T KC, 为 人 AKB 的 平分 线 、 


又 同 理 可 知人 2 pc = BG) - 本 ,所 以 ,KC 为 <4KB 之 外 角 平 


GA = GAT KA?’ 
分 线 , 故 
LCiKCs = 2 [ZAKB + (x - ZAKB)] = £ 
所 以 ,KE 屿 .充分 性 获 证 , 故 原 命题 成 立 . 
© 点 0 为 一 个 单位 圆 的 图 心 , 4,42…42。 为 该 单位 圆 的 内 


接 凸 2n 边 形 .求证 ， 
LAOA: + 全 43044 + … + 一 42n 1042n 


IÈ AA, | < 2sin A 


(2003 年 中 国 国家 集训 队 训练 题 ) 


证 明 EKA n = 2 的 情况 , 若 4142 // 4344, 则 
2 EaR “eN 
| > Ay Az; | = |! A42 1-1 A344 I| 
加 


若 不 然 ,不 妨 设 是 图 7 所 示 的 情况 , 设 AA 与 4344 延长 线 交 | 
于 T,ZA(0A; = 2a, A304, = 28, 则 
ZT = 人 424443 - 人 4i4244 = 


(4404, -L41044) < 
去 (Cha04 + L41044) = 


Lar- 2a -28)=x-a-B 
K, AA: SAA, 所 成 最 小 正 角 6 = x - ZT > a + B. 于 是 
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i 
l A,A, + AA, 1 = 


l A,A, l? +l AA, l? +2 1 A(A7 1:11 A |: cos Ô < 


l A,A l? +l AzA; 2 +21A A l-1 AAs l° cos(a + B) = 


(2sin a)? + (2sin B) + 2 + 2sin a * 2sin 8 ° cos(a + 8) = 
2sin(a + 8) (这 可 以 通过 构造 内 接 于 单位 圆 的 人 4BC ,其 中 一 4 
= e,ZB = 有 ,利用 余弦 定理 得 到 ) = 

Zein Ar OA + Ch4304。 


2 

BAA 而 故 , 则 视 它们 所 成 最 小 正 角 为 zx, 由 r > a + pA 
上 面 过 程 依然 适用 . 故 不 论 怎样 , 原 命题 对 n = 2 成立 . 

下 面 假设 原 命题 对 n = k - 1(k > 3 是 整数 ) 成 立 ,考虑 nn = 
的 情况 . 

ÌB Azp = hp(p = 1,2,…,2), 若 左边 为 0, 则 由 

0 < ZAí0A + LA30h4 + … + Z Ani 0Axy < 2 

知 右边 大 于 0, 此 时 命题 已 然 成 立 ,以 下 设 左边 不 为 0. 


+ — 
HUA M f# 2 AzA = OM. AA, OEA hzj+1 的 那 一 
= 
BIO) 中 点 为 B(j = 1,2,…,k), 则 对 任意 1 < j < k, 有 
ZB0B,. (f Aya 的 角 ) = LAOA + 人 4zj1204j14) < 


2r = x 

其 中 Bi = Bi ,因此 至 少 存在 一 个 1 < i < k t#0B, 50M MRE 
小 正 角 不 大 于 也 (车 不 然 ,过 OPARI OM, 则 直线 1 分 平面 为 
两 部 分 , 含 M 的 那 部 分 不 包含 任何 B, 中 的 点 ,这 与 刚才 的 结论 巴 
f). 

不 妨 设 0 房 SOM 所 成 最 小 正 角 不 大 于 过 ,如 图 8 所 示 . 设 
OB; 与 0 府 所 成 最 小 正 角 为 8, 设 As 关于 0B 的 对 称 点 为 C ,联结 
CA, 交 OB, F Y, 联 结 A14, X OB, F X. 

iÈ D, = A1, D = A4, Ds = As, D, = he,…, D2i-2 = An M 
D1D2… Di-2 AE 0 HARA 2k - 2 边 形 ,由 归纳 假设 有 


| 
+ . Z D.0D; + Z Ds0D, + ©: + Z Dx 3OD2k- 
| > Daib,| < 2sin 1002 + ri t + 2k -3 UD 2-2 


而  £D,0D, + Z Ds0D, + + Z Du-30Dz-2 = 
LAIOC + Z As0As + …+ ZAzn.A0Ax = 
A104 + LA0C + ZAs0As + = + An -10ån = 
ZLA, 0A + 人 43044 + Z As0As + … + Z A.A 0A 


图 8 
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i 
|È Bib, = 1 DB + DD, + DoD + = + Borah 1= 
$ == — =: < 
141C + 4546 + 4748 + … + 424-1425 1= 
cai a a Ek, 
I Aí + OM - AA - AzA; |= 
de = 
I OM + OC + OA; - 0, - 04, | = 
I| OË + A; - AzA; | = 
I OM +207 - 20X | = 1 OM + 2XY | = 
VTOM É +12XY É +21 OM 1: 1 2 XY I> cos ô 
Gk EB XY 508, 方向 相同 ) > 
VTOM È = 1 0M | 


所 以 ,此 时 有 
> Ay, | =! 0M 1 < p Dab | < 


2sin 代 DiODa + £D30D; + + ZDpx-30D>-2 _ 
> = 
2sin ZAA0A + Z As0A4 + … + 一 42k-1042 


2 
即 原 命题 对 n = 上 亦 成 立 . 
由 数学 归纳 法 原理 ,命题 对 一 切 不 小 于 2 的 整数 n 成 立 ,证 
E. 


D BE a,f2 < a < 2, 内 接 于 单位 圆 了 的 凸 四 边 形 4BCD 
适合 以 下 条 件 : 

(1) 圆心 在 这 凸 四 边 形 内 部 ; 

(2) 最 大 边 长 是 ,最 小 边 长 是 V 4 - a?, 过 点 4,B,C,D 


依次 作 圆 也 的 4 条 切线 人 4, 人 B, 人 C, 人 LD. 已 知 人 4 与 
人 LB,LB 与 ZC,LC 与 LD,LD 与 人 4 分 别 交 于 4',B'， 


C, D . 求 面积 之 比 E42C2 的 最 大 值 与 最 小 值 . 
四 边 形 4BCD 
(2001 年 中 国 数学 冬令 管 ) 


解 ” 如 图 9, 设 人 40B = 20,, Z BOC = 26,,Z COD = 203, 
Z D0A = 284. 因 为 圆 的 半径 为 1, 所 以 
Smagiacn = 4 (sin 20, + sin 202 + sin 205 + sin 204) 


SrpCD = (Saxan + Sanog + SAcoc + Sanov) = 
tan 0, + tan 0, + tan 03 + tan 04 


所 以 
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四边 形 4BCD _ tan 01 + tan 0 + tan 03 + tan 94 


Smapscp L (sin 20, + sin 20, + sin 203 + sin 204) 


而 4B = 2sin 0), BC = 2sin 0,, CD = 2sin 03, DA = 2sin 04, 
由 式 @ 的 对 称 性 ,可 不 妨 设 AB 最 大 , BC 最 小 .所 以 
íy4- = 


sin 0, = 2 sin 0, = —> 


由 于 0,,0,,0,,0, 均 为 锐角 


2 z 
cos 0i = | 1 - E = Y4= = sin ñ = cof Z - 6;) 


所 以 b+ 0, = 90P. 又 
Ø, + a + 03+ 6, = + x 369 = 180° 


所 以 93 + 0, = 90°, sin 03 ° cos 0; = t, ER O 4 


a V4- a 1 
+ + tan 63 + 7. 
Smparpcy _ V4- a ka tengs _ 
四 边 EMBCD aV4-a  ， 
—  *+sin26; 


3: 3 
2 4-a +2t 


上 式 是 关于 4 在 (0，+ o) Wa. 
由 t= 二 sin203 < 二, 又 < 094,04 < 01, 且 


t = Bsin 29, = sin 03 - cos 0; > sin 0z + sin 0, = 


sin 26, = 4V4- Q 


所 以 最 大 值 为 
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已 知 凸 四 边 形 ABCD 的 对 角 线 4C 和 BD 互相 垂直 , 且 交 
于 点 0.i& AA0B,A B0C,A COD ,A D0A 的 内 切 圆 的 圆心 
分 别 为 01,02,03, 04. 证 明 : 

(1) 圆 0,, 圆 02, 圆 03, 圆 0, 的 直径 之 和 不 超过 (2 - 


2) (AC + BD); 
(2) 0,0, + 0203 + 0304 + 040 < 2V2 - 1)(AC + 
Bp). 


(2003 年 白俄罗斯 数学 奥林匹克 ) 


证 明 (1) 如 图 10, 设 直角 三 角形 的 三 条 边 的 边 长 分 别 为 
a,b,c, 其 中 < 是 斜 边 的 长 , 则 内 切 圆 直径 为 4 = a + b - c. 因 为 


we [T È > ste 
J2 


2-2 2 


则 4<a+6- sb - (a +b) 


如 图 10, 设 圆 01, 圆 0:, 圆 03, 贺 的 直径 分 别 为 di, dz, 
dy, d4. W 


di < 252(4o + BO) 


d, < 252(ao+ co) 


d s 252(co ， DO) 


d< 2520+ A0) 
故 dı + d, + dy + d, < (2 - /2)(AC + BD) 
(2) 如 图 11, 设 圆 01, 圆 0; 的 半径 分 别 为 mn, rz. 由 勾 股 定理 ， 
得 
0,03 = (ri + rx)? + (ri ~ ra)? = R+ 72) 
即 0,0, = V2- r+ h <lr + n) 


类 似 地 ,有 
020; < Vlr + r3) 
0304 < .n+ ra) 
040, < Vlr, + ri) 
将 这 四 个 不 等 式 求 和 ,得 
0,02 + 0203 + 0304 + 040, < (2(di + d, + dz + d.) < 
2(/2 - 1)(AC + BD) 


图 10 
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© š ! E: A ABC 的 Z BAC 平分 线 上 的 一 点 ,M,N 分 别 是 
边 AB,AC 上 的 点 , 且 使 得 ZABI = NIC, ZACI = 人 MIB. 


证 明 : 当 且 仅 当 点 W,w,7 共 线 时 ,7 是 售 4BC 的 内 切 圆 圆心. 
(2003 年 克罗地亚 数学 竞赛 ) 


证 明 ”1) 必要 性 :如 图 12, 设 1 是 公 4BC 的 内 切 圆 圆心 .一 4 
= a,ZB =B,ZC = y.W 
ZNIC = ZABI = £ ZMIB = ZACI = > 
f A BIC 中 ,有 
8 x 
ZBIC = 80 - (£ + Z) 
则 LMIN = LMIB + Z BIC + Z CIN = 180 
所 以 ,M,N,T 三 点 共 线 . 
2) 充分 性 :假设 M,N, I ZARR, S 
LABI = LNIC = B,,ZCBI = k = B- ĝi 
ZACI = LMIB = yı, BCI = yx = Y - 7) 
设 4 Ë: Z BAC WFR Al 和 BC 的 交点 , 则 
LBIA! = ŻABI + Z BAI = ĝi + î 


同 理 Lch = Yi + $ 

于 是 ~BIC =a +Ë + 7, 

所 以 Z MIN = Yı + (a + B, + Yi) + À> = a +28, +27 
H X MIN = 180 = a + Ë + Y = a + (ñ, + B>) + (7, + 72) 


得 B +i = b+ = 1 (8+ 7) 


所 以 LBIC =a +B + = a + H -+ 


满足 ZBIC = z + 90P 的 点 的 轨迹 ,与 人 BAC 的 平分 线 在 


A ABC 内 的 交点 为 人 4BC 的 内 心 .因此 ,了 是 内 切 圆 的 圆心 (因为 
M fN fE A ABC 的 边 上 , 故 了 在 三 角形 内 部 ). 
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QO mu ABCD 有 内 切 圆 , 该 内 切 圆 切 边 AB, BC, CD， 
DA 的 切 点 分 别 为 41,B1, Ci, Di, 联结 41B1, Bi Ci, C DI, 
D141, 点 ,FC, 昌 分 别 为 41B1,BiC1, C1D1, D, A, 的 中 点 . 


证 明 : 四 边 形 EFGH 为 矩形 的 充分 必要 条 件 是 4 ,B,C,D 四 点 
E. 
(2003 年 中 国 西部 数学 奥林匹克 ) 


证 明 ”如 图 13, 设 7 为 四 边 形 4BCD 的 内 切 圆 圆心 .由 于 H 
为 DA, 的 中 点 ,而 AA 与 AD, 为 过 点 4 所 作 的 圆 /的 切线 , 故 刀 
在 41 上, 且 AIL AD. 

又 ID, L 4D1, 故 由 射影 定理 可 知 IH + JA = ID} = ,其 中 + 
为 内 切 圆 半径 . 

同 理 可 知 ,E 在 BI 上 , 且 IE- IB = r?. 于 是 ,IE.1B = 1H- IA, 
故 A,H,E,B 四 点 共 圆 .所 以 ,和 EHI = ZABE. 

类 似 地 ,可 证 人 IHG = ZADG,ZIFE = ZCBE,ZIFG = 
二 CD6. 将 四 个 式 子 相 加 得 

LEHG + Z EFG = ZX ABC + Z ADC 

所 以 ,4,B,C,D 四 点 共 圆 的 充 要 条 件 是 已 , 严 ,C, 开 四 点 共 
圆 ,而 熟知 一 个 四 边 形 的 各 边 中 点 围 成 的 四 边 形 是 平行 四 边 形 . 
平行 四 边 形 为 矩形 的 充 要 条 件 是 该 四 边 形 的 四 个 顶点 共 圆 . 因 
此 .EFGH 为 矩形 的 充 要 条 件 是 4,B,C,D 四 点 共 贺 . 


CD EA A ABC 的 外 接 圆 为 圆 S, 且 满足 4B < 4C. 过 点 4 的 
高 线 交 圆 $ 于 点 已 ,不 为 线段 4C 上 的 点 , 且 BX ZMS FO. ŬE 


明 : BX = CX 的 充分 必要 条 件 是 PQ KN S 的 直径 . 
(2002 ~ 2003 年 英国 数学 奥林匹克 ) 


证 明 ”如 图 14, 由 
Z CBP + Z BCA = Z CAP + Z BCA = %° 
< CBP + Z QBC = Z QBP 
两 式 相 减 得 
BCA - LQBC = WF - Z QBP 
所 以 ,PQ È S 的 直径 — ZX QBP = WBC = Z QBCƏ 
BX = CX. 


第 二 章 ” 有 关 贺 的 试题 


DIERZHANG YOUGUAN YUAN DE SHITI 


QD š 7 为 和 4BC 的 内 心 ,射线 条,BI, CI 5 A ABC 的 外 接 


圆 分 别 交 于 点 D,E,F. 证 明 :AD | EF. 
(2002 ~ 2003 年 芬兰 高 中 数学 竞赛 ) 


证 明 ”如 图 15, 设 6 是 4D 和 FE 的 交点 .显然 
LFAB = Z FCB,ZAFE = ZABE 

在 人 4FC 中 

Z AFG + Z FAG = ZAFE + Z FAB + Z BAD = 
Z ABE + ZX BCF + Z BAD 
因为 内 心 是 三 角形 三 条 角 平分 线 的 交点 ,所 以 
ZABE + LBCF + Z BAD = 99 
Ek, AGF = 90?. 故 AD | EF. 


QD 已 知 D 为 人 4BC 的 边 4B 上 一 点 ,使 得 44D = 4B, 过 D 
的 射线 1 满足 与 DA 的 夹 角 9 = 人 4CB, 且 射线 1 与 点 C 在 直 
线 AB 的 同 侧 .车 15 A ABC 的 外 接 圆 交 于 点 P, 证 明 : PB = 
2PD. 

(2002 ~ 2003 年 英国 数学 奥林匹克 ) 


证 明 ”如 图 16, 因 为 
LADP = LACB = LAPB 
LDAP = LPAB 
W AADP o A APB. 


由 Saiop = L Saam, KI AADP $5 AAPB 的 相似 比 为 1 : 2. 
于 是 有 PB = 2PD. 


AP 锐 角 A ABC 的 外 接 圆 的 圆心 为 0,M,N 为 直线 4C 上 的 
两 点 , 且 满 足 MN = 4C. 设 点 也 是 点 M 在 直线 BC 上 的 射影 ， 
点 巨 是 点 NN 在 直线 4B 上 的 射影 .证 明 : 

(1) AABC 的 垂 心 位 于 以 0' 为 圆心 的 2 BED 的 外 接 圆 
上 ; 


(2) 线段 4N 的 中 点 与 点 B 关 于 线段 00' 的 中 点 对 称 . 
(2003 年 越南 数学 奥林匹克 ) 


证 明 (1) 如 图 17, 设 大 是 WHD 和 NE 的 交点 .显然 ,BK 是 
A BED 的 外 接 圆 直径 .由 已 知 ,4H // MK, CH // NK, 则 人 HAC = 
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Z KMN,ZACH = 人 MNK. 又 因为 AC = MN, Pr 1, A AHC 8 
A MKN. 

于 是 ,dg(K,4C) = d(H,AC). 

XA K 58 H fü F BE AC 的 同 侧 , 所 以 ,KH // AC. Rik, 
KH | BH, B H tU BK 为 直径 的 A BED 的 外 接 圆 上 . 

(2) 由 (1) 的 证 明 可 知 , 0' 是 线段 BK 的 中 点 . 设 点 了 是 线段 
AN 的 中 点 . 易 知 ,点 1 在 直线 BA 与 BC 上 的 射影 分 别 是 线段 EA 和 
DC 的 中 点 . 则 向 量 0 广 在 直线 BA 上 的 射影 与 BC 上 的 射影 分 别 等 


+ BÀ 和 二 瑟 . 这 表明 ,07 = BÖ. Rik, WAE BO' IO 是 平行 
四 边 形 . 故 点 B 与 点 1 关于 线段 00' 的 中 点 对 称 ， 


CEB 两 贺 圆 01, 圆 0; 相 切 于 点 履 , 圆 0 的 半径 大 于 圆 01 的 
半径 ,点 4 是 图 0， 上 的 一 点 , 且 满 足 0,,0, 和 4 三 点 不 共 线 ， 
AB,AC 是 点 4 到 图 O, 的 切线 , 切 点 分 别 为 B,C. 直线 MB, 
MC 5 0, 的 另 一 个 交点 分 别 为 ,点 D 是 线段 EF HA 


O 的 以 4 为 切 点 的 切线 的 交点 .证 明 : 当 点 4 在 圆 0: 上 移动 
且 保持 0,,0, 和 4 三 点 不 共 线 时 ,点 DD 沿 一 条 固定 的 直线 移 
动 . 

(2003 年 越南 数学 奥林匹克 ) 


证 明 ”分 两 种 情形 讨论 . 

1) 如 图 18, 圆 0, 和 贺 O, 外 切 于 点 M. Ë: XY 是 圆 0 和 圆 O; 
的 内 公 切 线 .由 于 CA 和 MY EAO 的 切线 , 切 点 分 别 是 C, M , W| 
ZFCA = 人 CMY. 但 是 ,人 CMY = FMX, 因此 ,和 FCA = 
人 FMX. 又 由 于 人 FMX = 人 FAM, 故 人 FCA = Z FAM. 

XIF AFMA 和 公 FAC, 有 

LMFA = LAFC,LFAM = LFCA 

因此 ,A PMA wr AFAC. FÆME = 级 ,好 FM- FC = Ph 

X FM FC = FO} - Ff, 其 中 R 是 圆 0, 的 半径 ,于 是 ， 
FO? - FA? = RÌ. 

同 理 可 得 E0? - EA? = RÌ. Aie 

FO? - FA? = EO} - EA? = RŠ 

故 EF | AO.. 

由 于 点 D 位 于 直线 EF 上 , 则 

DO? - DA? = RÅ 


DO? - R = DA? ° 


图 17 
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又 由 于 DA EN O, 相 切 于 点 4 的 切线 ,所 以 
DA? = DO - R$ © 
其 中 R, 是 贺 O, 的 半径 . 
由 @ #! @ 8 
DO} - R} = DO - R 
这 表明 点 DERO MA O, 的 根 轴 XY E. 
2) I O) 和 贺 O, 内 切 于 点 内. 这 种 情况 的 证 明 与 第 一 种 情况 
类 似 . 


QO 如 图 19,3 个 圆 有 公共 弦 48. 任 一 条 过 点 4 的 直线 ! 与 3 


个 加 的 交点 依次 为 X,Y,Z, 其 中 X BER: AE 为 定 值 . 
(2003 年 加 拿 大 数学 奥林匹克 ) 


证 明 ”如 图 20, 因 为 3 个 加 有 公共 弦 48 , 故 圆心 01,0,,03 
共 线 .过 O1, 02, 03 分 别 作 1 的 垂 线 交 ! 于 点 Hi, H, Hy. 530 
AX = 2AHI ,AY = 2AH,,AZ = 2AHs 


故 XY 


(D 已 知 五 边 形 ABCDE 的 内 切 圆 与 边 AE HFA P, B ZB = 
ZC = ZD = LE. 证 明 :;AD,PC,EB 三 线 交 于 一 点 . 
(2002 ~ 2003 年 铭 牙 利 数 学 奥林匹克 )》 


证 明 ”由 布 里 昂 雄 (Brianchon) 定理 ,4B ,BC,CD,DE,EP,，| 
PA 为 该 五 边 形 内 切 圆 的 六 条 切线 , 且 交 点 依次 为 4, B,C,D,E， 
已 .所 以 ,4D, PC ,EB 三 线 共 点 . 

下 面 证 明 布 里 昂 雄 定理 . 

如 图 21 ,在 射线 4F 上 任 取 一 点 K, 并 在 射线 CD ERK 使 得 
C'K' = PK. 易 知 过 天 ,K 可 作 一 个 圆 了 ,使 得 KA, K'C Ar RI 
W p, 的 两 条 外 公 切 线 . 

在 射线 EF 上 截取 L' 使 FL' = FK 

同 理 , 在 CB FA4EL 8 B'L = F'K,fÉ 4B 上 作 MM' tEAM = 
FrK, 在 ED EEM, DM = F'K,VR L, LIRAT, M ,M 
对 应 的 圆 Ds. 

H K,K',L,U ,MM,M' 的 作法 可 知 ,FF AAT AEA T, 6) N 3E 
相同 ,C AAT HA r HARR. A, CF 为 圆 和 图 D, BJ 
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根 轴 . 
同 理 ,4D 为 圆 AA Ts 的 根 轴 . 
又 因 
BM' = AM' -4B = AA' + FK-44 - BB' = 
C'K' - BB' = CL - BB' — CB' = BL 


所 以 ,B RAT, 
HS, E AAN AA r HARAR. 
所 以 ,BE H T 和 圆 Ps 的 根 轴 . 
因此 ,AD, CF, BE RAFAT; (Ci = 1,2,3) 的 根 心 . 
故 布 里 昂 友 定理 得 证 . 


d 已 知人 4BC 的 人 C 内 的 旁 切 圆 与 边 4B 切 于 点 C'. 设 Z 
为 由 点 C 引出 的 A ABC 的 高 的 中 点 .证 明 : 公 ABC 的 内 心 在 
直线 C'Z 上 . 

(2002 ~ 2003 年 匈牙利 数学 奥林匹克 ) 


证 明 ”如 图 22, 记 内 心 为 1, 内 切 圆 切 48 于 D,D 关 于 1 的 对 
称 点 为 E. 联 结 CE 并 延长 交 4B 于 C", 过 EE 作 4B 的 平行 线 分 别 交 
AC,BC FF, G. 595 ACFGo A CAB. 

因为 圆 [是 A CFG 的 旁 切 圆 ,所 以 


CF + FG + CG 
CF + FE = 2 
CA + AC = CA + AB + CB 
i 2 
因为 CA + ac! = CÁ + AB + CB 


2 
所 以 C' = C, CE, C 三 点 共 线 . 

因为 1 为 ED 的 中 点 ,2 为 CH 的 中 点 , 且 C',D,H 三 点 共 线 ， 
所 以 ,C',1,2 三 点 共 线 . 


CO 如 图 23, 在 公 4BC 的 内 部 有 四 个 半径 相等 的 圆 K, , Ml 
kK, 加 K3, 圆 K4, 其 中 国 Ki, 圆 K,, Bl Ks 均 与 A ABC 的 两 条 


边 相 切 , 且 与 圆 Ks 外 切 .证 明 : 公 ABC 的 内 心 ,外 心 和 Ks 在 一 
条 直线 上 . 


(2003 年 德国 数学 奥林匹克 ) 


证 明 ”如 图 24, 设 公 ABC 的 内 心 为 1, 外 心 为 0. 联结 Al, BI, 
CI, Ki K>, Ky Ka, Ka Ki, K Ki, K Ka, K KG. 
因为 人 4BC HZA A K A K, E K, 相 切 ,所 以 ,Ki 在 Al 
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上 ,KK 在 BI 上 ,Ks 在 Cl 上 . 

设 圆 半径 为 r. AA AB EAK Tü] K, HAIR, HEE K, 和 
E K, 是 等 圆 , 所 以 , Ki, K, 到 AB 的 距离 都 是 7. 

故 KiKa // AB. 

同 理 , Ki Ka // AC, KaKs // BC. 

ma, -= IK _ I 


aBC 
故 OABC 和 AK K, Ks 关于 工 位 似 . 
因为 K4K， = K4K2 = K4K3 = 27, 所 以 ,Ks 是 人 KiK2Ks 的 外 
D. 
又 O E AABC 的 外 心 ,所 以 ,1, Ka, 0 三 点 共 线 . 


D 已 知 圆 内 接 正 ABC, ERI BC 上 有 一 点 P. 若 AP 与 


BC 交 于 点 D, 且 PB = 21, PC = 28, 求 PD. 


(2003 年 新 加 坡 数学 奥林匹克 ) 
解 如 图 25, 有 
AABD o ACPDƏ DD = 4B 
AACD o A BPD= 2E = AC 
p BD _ BP_3 

两 式 相 除 得 _ 3 
BD, . BD , 3 "Ñ 

故 PD = 4g ` CP = pc ' CP = + x28 = 12 


OD 已 知 凸 六 边 形 的 对 角 线 4144,424s 和 4346 XFA K, 
H A24; = A243 = AsK,A4As = 4445 = 44K,4645 = 4641 = 


46K. 证 明 : 该 六 边 形 为 圆 内 接 六 边 形 . 
(2003 年 白俄罗斯 数学 奥林匹克 ) 


证 明 如 图 26, 考虑 四 边 形 424344 天 . 由 A,A; = 42 天 ， 
4443 = A,K, 得 对 角 线 4244 垂直 平分 另 一 条 对 角 线 AK. 因此， 
4643 即 为 人 424446 的 边 AA, 上 的 高 线 所 在 的 直线 . 

从 而 ,K 为 A AA4A6 的 垂 心 .由 于 

444243 = ZA4AAs = W - ZAsA,As = 人 4h4h643 
所 以 ,42,43,44,46 四 点 共 圆 . 

同 理 可 证 ,41,4s 均 在 人 4244he 的 外 接 圆 上 , 即 六 边 形 
414243444546 为 圆 内 接 六 边 形 . 


第 二 章 ” 有 关 圆 的 试题 127 


128 


最 新 世界 各 国 数学 奥林匹克 中 的 平面 几何 试题 
ZUIXIN SHUIE GEGU0 SHUXUE AOLINPIKE ZHONC DE PINCMIAN JIHE SHITI 


@2 已 知 圆 内 接 四 边 形 ABCD W R AB = 24D,BC = 2CD. 若 


一 BMD = a,AC = d, 求 人 ABC 的 面积 ， 
(2003 年 白俄罗斯 数学 奥林匹克 ) 


解 ”如 图 27, 延 长 AD 至 点 1, 使 得 DM = AD. 
由 于 四 边 形 ABCD 为 圆 内 接 四 边 形 ,所 以 ,和 CDM = 人 B. 因 
为 


所 以 AABC o AMDC 
于 是 ,2CM = 4C = d, 且 

Saase = 4Saupc = 2SA4cyw 
又 因为 人 DCM = 一 BC4, 所 以 

ZACM = LDCB = 180 - a 
于 是 


Sawe =2SAiw = AC .CU sin ZACM = 1 


zË sina 


D 在 锐角 A ABC H, ZC > 人 B, 点 DD 是 边 BC 上 一 点 ,使 
得 Z ADB 是 钝 角 , 刀 是 人 4BD 的 垂 心 ,点 下 在 公 4BC 内 部 且 
TE A ABD 的 外 接 圆 圆周 上 .如 图 28 所 示 . 求 证 :点 严 是 人 4BC 


的 垂 心 的 充 要 条 件 是 HD // CF EH 在 2 ABC 的 外 接 圆 圆周 
E; 


(1999 年 中 国 数学 冬令 营 ) 


证 明 首先 给 出 一 个 简单 有 用 的 结论 : 设 在 A UVW 中 ， 
Z UV 和 人 VWU 均 是 锐角 , 则 
A P AUW MEd eP | VW 
并 且 Z VPW = x- Z VUW 
下 面 用 此 结论 证 明 本 题 . 
1) 必要 性 :已 知 HD // CF, hi HX A ABD 垂 心 , 则 DH L 
AB, 所 以 CF | 4B, 而 H fE A ABC 的 外 接 圆 上 .因此 
LAFB = LADB = xz - LAHB = x - Z ACB 
所 以 ,点 F J: A ABC 的 垂 心 . 
2) 充分 性 : 因为 F E A4BC 的 重心, 所 以 CF | AB, 而 
DH | 4B, 所 以 HD // CF, 且 有 
LACB = z- ZAFB = x- ZADB = ZAHB 
所 以 ,4,B,C,HH 共 圆 . 
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由 1),2) 可 证 本 题 结论 成 立 . 

本 题 结论 可 加 强 为 :是 人 ABC 垂 心 的 充 要 条 件 是 ED MCF 
R HE A ABC 的 外 接 贺 上 . 

证 明 ”必要 性 的 证 明 没有 变化 ,只 须 证 明 充 分 性 . 设 A ABC 
外 接 圆 为 加 0 ,联结 AO 并 延长 交 贺 0 于 已 ,联结 BE, CE, EH, BF, 
则 BE | AB,EH | AH,EC | AC. Ñi CF | AB,BD | AH, 
BF | AC,HD | AB. 所 以 BE // CF // DH, CE // BF, BD // EH, 
所 以 BECF , BEHD 均 为 平行 四 边 形 ,所 以 BE DH 4 CF, hI 
题 的 充分 性 证 明知 右 在 全 ABC 的 外 接 贺 上 ,所 以 加 强 命题 的 充分 
性 成 立 , 所 以 加 强 命题 成 立 . 


@2 某 圆 分 别 与 西 四 边 形 ABCD 的 AB , BC WB UJ T G, H 
两 点 ,与 对 角 线 AC 相交 于 EE,F 两 点 . 问 ABCD 应 满足 怎样 的 


充 要 条 件 , 使 得 存在 另 一 圆 过 户 ,两 点 , 且 分 别 与 04 ,DC 的 
延长 线 相 切 ?证 明 你 的 结论 . 
(第 40 届 国 际 数学 奥林匹克 中 国 国家 队 选 拔 赛 试题 ) 


证 明 ”所 求 的 充分 必要 条 件 是 
AB+ AD= CB+ CD 
1) 必要 性 :如 图 29, 设 过 EE,F 两 点 的 另 一 圆 分 别 与 DA 延长 
线 和 DC 延长 线 相 切 于 和 K 两 点 . 则 有 
AB + AD = BG + GA + AD 
X AG = AJ,CH = CK,BG = BH, DJ = DK. 有 
AB + AD = BG + GA + AD = 
BG + JA + AD = 
BG + JD = BH + KD = 
BH + KC + CD = BH + HC + CD = CB + CD 
2) 充分 性 : 设 凸 四 边 形 ABCD 满足 条 件 
AB + AD = CB + CD 
在 DA 延长 线 和 DC 延长 线 上 分 别 取 点 了 和 点 ,使 得 AJ = 
AG,CK = CH. 于 是 
DJ = JA + AD = AG + AD = AB + AD - BG = 
CB + CD - BH = CH + CD = DK 
过 点 J 和 点 KK 分 别 作 DJ 和 DK 的 垂 线 ,以 两 垂 线 交点 为 圆心 
作 通 过 点 J 和 点 的 圆 . 
因为 4] = AG, CK = CH, 所 以 点 4 和 点 C 关 于 原 有 图 的 才 分 
别 等 于 这 两 点 关于 所 作 圆 的 等 . 
因为 直线 AC 与 原 有 圆 相交 于 已 和 下 两 点 .所 以 EF 是 两 圆 的 
公共 弦 ( 直 线 AC 是 两 圆 的 根 轴 ). 


至 此 ,我 们 证 明了 所 作 的 与 D4 延长 线 和 DC 延长 线 相 切 的 圆 


At E, FAR. 


129 


190 


最 新 世界 各 国 数学 奥林匹克 中 的 平面 几何 试题 
ZUDUN SHUIE GEGUO SHUXUE AOLINPIKE ZHONG DE PINGMIAN JIHE SHTI 


(ZB 如 图 30, 在 锐角 A ABC 的 BC iB FB E, F, 满足 
Z BAE = 人 CAF, 作 FM | AB,FN | AC(M,N 是 垂 足 ), 延 


K AE 交 A ABC 的 外 接 圆 于 点 DD. 证 明 : 四 边 形 AMDN 与 
A ABC 的 面积 相等 . 


证 法 1 联结 MN, BD, 如 图 31 所 示 . 
因为 FM | 4B,FN | 4C, 所 以 4,M,E,N 四 点 共 圆 ,所 以 
ZAMN = 人 AFN, 则 
LAMN + LBAE = LAFN + Z CAF = 9% 
BD MN L AD. VA 


Suai s ap. MN 
因为 ZCAF = ZDAB,ZACF = ADB, 所 以 人 AFC o% 


AABD. WHE = AC B AB ` AC = AD - AF. 


MN _ = AF, 


又 AF 是 过 4,M,F,N 四 点 圆 的 直径 ,所 以 sr ZBAC = 


则 MN = AF - sinZ BAC. FÆ 
Saon = + AD + MN = + AD AF - sin ZBAC = 


LAB : AC » sin ZBAC = Sanse 


证 法 2 ”如 图 32, 作 AH L BC 于 及 ,联结 MH,NH,DH,DB, 
DC ,DN, 显 然 A,M,F,H,N 五 点 共 圆 .所 以 

ALMHB = ZMAF = LBAE + Z EAF = 

Z CAF + LEAF = Z CAE = Z CBD 

所 以 MN // BD, 从 而 Sasu = Sapan, WME 32 所 示 . 

同 理 人 CHN = ZX CAF = 人 BAE = 人 BCD, 故 NH // DC, 所 
以 Saci = Sanm, TÆ 
Snan + SABMH + Saan = Smaga + Sanm + Sanu 


Bp Saase = Sm 四边形 WMDN 
证 法 3 设 人 BMD = 人 CAF = a,ZDAF = B,WJ 
Smumaov = 2 [AM - AD + sin a + AN + AD ° sin(a + 8)] = 
LLAF «cos (a + B) + AD - sin a + AF + cos a + AD + 
sin(a + 8)] = 


2V 


所 以 2cos 
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LAF + AD «sin(a + a + B) = +AF - AD + sin A 
因为 LBAD = ZFAC,ZADB = LA4CF, 所 以 A ABD o 
AB _ AD .AD = AB- 
AAFC, Wip = 4C，, 即 4F AD = AB 4C, 从 而 


i Jas *AC ein AE! San 


(OB 设 a,b,c 为 人 ABC HERH, a < b < c,R 和 r 分 别 为 
A ABC 的 外 接 圆 半径 和 内 切 图 半径 , 令 f = a + b -2R -2r, 


试用 ZC 的 大 小 来 判定 了 的 符号 . 
(2000 年 中 国 数学 冬令 营 ) 


解 ” 用 4,B,C 分别 表示 A ABC 的 三 个 内 角 , 熟 知 
a = 2R ° sin A,b = 2R +: sin B 
c 


r = 4R ° sin Š ` sin Š ` sin Ç 


于 是 


f = 2R(sin A + sin B -1- 4sin £ sin .sing) = 


B+A B-A 


“cn -l+ 


2R[2sin Ë + > 
B+A BAJ a S] = 
Ain 


2R + 4R + cos ES C. sin E = 


2( cos 2 
B- 
2 


4R* cos 


AR: cos ESA (sin TE ~ sin £) - 2R + 4R si 区 a 
AR + oos EZA oos £ -sin E) -orfo £ - si $) = 
2R(cos £ ~ sin E) (200s 25-4 - cos £ - sin $) 
BA < B < 46C, 所 以 
O<B-A<B<C 
又 0<B-4< 了 Br+C, 因 此 
B-A c 
cos 2 H y 
BA Bid . ¿ESC wu 
2 2 2 2 
B-A 
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则 f> Oeyo0s £ > sin GosC > 


f = 0əeos £ = sinoc = 


bla nja nja 


f< Oescos É > sin GooC > 


ZD 如 图 33, 在 人 4BC 中 ,4B = 4C ,线段 48 上 有 一 点 D, 线 
Ë 4C 的 延长 线 上 有 一 点 已 ,使 得 DE = AC; 线段 DE 与 
A ABC 外 接 圆 交 于 点 7,P ERB AT 的 延长 线 上 的 一 点 .证 


明 : 点 满足 PD + PE = 4T 的 充分 必要 条 件 是 点 P 在 人 ADE 
的 外 接 加 上 . 
(第 41 局 国际 数学 奥林匹克 中 国 国家 队 选 拔 赛 试题 ) 


证 明 ”充分 性 证 法 1: 如 图 34, 在 线段 AT 上 取 一 点 下 ,使 得 
LABF = LEDP. 

因为 P 在 公 4DE 的 外 接 圆 上 ,所 以 有 Z BAF = LDAP = 
Z DEP. X. AB = AC = IE, 故 A4BF 纪 入 EDP. 于 是 ,BF = PD, | 
AF = PE. 

联结 BT, 由 A,B,C,T 四 点 共 国 和 A4,D,E,P 四 点 共 圆 得 
LCBT = LCAT = LEDP = LABF. 在 人 BET 中 ,FBT = 
LFBC + LCBT = 人 FBC + LABF = ZABC, Ñi Z FTB = 
Z ACB, X 88 AB = 4C, 可 得 人 ABC = 人 4CB. 故 人 FBT = 
LFTB, B) A BFT RREZ HAW, BF = FT. 从 而 

AT = AF + FT = PE + BF = PE + PD 

充分 性 证 法 2: 联结 BT, CT. 在 全 BTC 和 公 DPE 中 ,由 4,B， 
C,T WAAMA, D, E, P 四 点 共 圆 可 得 

LCBT = LCAT = LEDP,LBCT = LBAT = Z DEP 
于 是 ,全 BTC o 人 DPE. 从 而 ,可 设 

DP PE _ DE 


对 四 边 形 ABTC 应 用 托 勒 密 定理 ,有 
AC - BT + AB - CT = BC > AT 
将 上 式 两 端 同 乘 以 ,并 用 前 一 比例 式 代 人 可 得 
AC - DP + AB - PE = DE - AT 
注意 到 AB = AC = DFE, 此 式 即 PD + PE = AT. 
必要 性 证 法 1: 以 D, E 为 两 个 焦点 ,长 轴 长 等 于 AT 的 椭圆 与 
直线 47 至 多 有 两 个 交点 ,而 其 中 在 DE 的 一 侧 , 即 线段 AT 延长 线 | 
的 交点 至 多 有 一 个 . 由 前 面 充分 性 的 证 明知 ,47 的 延长 线 与 | 
AADE 外 接 辆 的 交点 在 这 个 椭圆 上 , 故 点 SA Q 重合 ,命题 
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得 证 . 
必要 性 证 法 2: 如 图 35, 在 线段 AT 的 延长 线 上 任 取 两 点 P,， 
Py, 易 见 当 PIT < P,T Bf 
PID + PE < PD + P;E 
于 是 ,在 线段 47 延 长线 上 满足 PD + PE = 4T 的 点 P 至 多 有 一 个 . 
而 由 充分 性 的 证 明知 A ADE 的 外 接 圆 与 47 延长 线 的 交点 即 满足 
上 述 等 式 . 故 点 P RE OADE 的 外 接 贺 上. 


Cg 设 4,8,C,D 是 圆周 上 依 顺 时 针 方向 排 布 的 四 点 ,满足 
AB < AD,BC > CD. Z BAD 的 平分 线 交 圆周 于 点 X, Z BCD 


的 平分 线 交 页 周 于 点 了 .考虑 圆周 上 这 六 点 组 成 的 六 边 形 .如 
果 六 边 形 六 条 边 中 的 四 条 长 度 相等 ,证 明 BD 是 圆 的 直径 . 
(2004 年 加 拿 大 数学 奥林匹克 ) 


证 明 ”如 图 36, 因 为 CY 平分 人 BCD, 所 以 BY = YD. X. 
AB < AD, 所 以 Y 在 D 和 A4 之 间 , 且 DY > YA, DY > 4B. 同 理 可 知 
XfEB AC Z|], R BX > XC ,BX > CD. 所 以 如 果 ABXCDY 有 四 
条 边 相 等 ,那么 必定 是 YA = AB = XC = CD. 即 从 Y 到 8 的 弧 等 
于 从 X 到 D 的 弧 , 所 以 YB = XD. 因 为 AX 和 CY 分 别 是 么 B4D 和 
LBCD 的 角 平 分 线 , 所 以 DY = YB ,BX = XD. 因 此 四 边 形 BXDY 
是 正方 形 , BD 必定 是 直径 . 


CO I r, fill P, 相交 于 点 MAN, BEAT AA D, 的 
两 条 公 切 线 中 距离 M 较 近 的 那 条 公 切 线 ,! SAD 相 切 于 点 
4, 与 贺 P, 相 切 于 点 B, 设 经 过 点 M H 513410 PU SNP, 


还 相交 于 点 C ,与 圆 P, 还 相交 于 点 D ,直线 CA 和 DB 相交 于 
点 已 ,直线 AN 和 CD 相交 于 点 P, 直 线 BN 和 CD 相交 于 点 0， 
证 明 : EP = EQ. 

(第 41 届 国 际 数学 奥林匹克 ) 


证 明 设 大 为 WMN 与 48 交点 ,如 图 37 所 示 , 联 结 EM ,因为 


CD // AB, WJ A E:CM PA, B IMD HA, FÆ, A ACM 和 人 BMD 
为 等 腰 三 角形 , 则 有 
LBAM = LAMC = LACM = LEAB 
LABM = LBMD = Z BDM = Z EBA 
故 EM | 4B, 因 为 4B // CD, 则 EM | PQ, 而 
AK? = KN* KM = BK 
可 得 AK = KB, 则 天 为 48 中 点 , 则 M 2 PQ 中 点 ,又 已 证 EM 上 
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PQ, 则 EQ = EP BHE. 


GO i 4H1, BH,, CH; 是 锐角 A ABC 的 三 条 高 线 , 公 4BC 的 
内 切 圆 与 边 BC, CA, AB 分 别 相 结 切 于 点 71, Ta Ta HAR 
l, 2,43 分 别 是 直线 HH, HH, H h AFAR TT, TT), 


T.T, 的 对 称 直线 ,证 明 :11, la, 13 所 确定 的 三 角形 ,其 顶点 都 
在 公 ABC 的 内 切 圆 上. 
(第 41 届 国际 数学 奥林匹克 ) 


RA G uA T AF LA 的 平分 线 的 对 称 点 ,M2 为 72 关 
于 到 B 的 平分 线 的 对 称 点 ,M3 为 7 关于 么 C 的 平分 线 的 对 称 点 ， 
设 1 为 人 4BC 内 心 ,注意 T, fl H, 总 在 BI 的 同一 侧 , 且 了 与 H, 
距离 BI 更 近 , 如 图 38 所 示 ,我 们 只 考虑 点 C 也 在 BI 同一 侧 情形 
(如 果 CA Ta, H 分 别 位 于 BI 的 两 侧 ,证 明 需 要 稍 加 改动 ) . 

É ZA = 2a,ZB = 28,ZC = 2r. 

先 证 明 一 个 引 理 : H, 关于 72 73 的 对 称 点 位 于 直线 BI k. 

引 理 的 证 明 : 过 H, 作 直线 1 与 7,73 垂直 , 记 P 381 55 BI tt) 2 
点 ,S H BIS T, T, 的 交点 , 则 S 既 在 线段 BP 上 ,也 在 线段 T,T, 
上 ,只 须 证 明 Z PSH, = 2⁄ PST}. 

首先 ,我 人 有 和 人 PST， = 一 BS73, 又 由 外 角 定 理 知 

Z PST, = LAT3S - LT3BS = (W - a) - B = r 
再 由 关于 BI 的 对 称 性 知 
Z BST, = LBST3 = Y 
因为 Z BT ,S = W + a > 
所 以 点 C 和 点 $ fE IT, 同一 侧 . 
H ZIST, = 人 1CT = r 可 得 S,Ti,C,7 四 点 共 圆 ,于 是 
ZISC = ZIT,C = 9° 
因为 人 BH2C = 90pP, 所 以 B, C, H, S 四 点 共 圆 .这 意味 着 
LPSH, = LC = 2r = 2LPST, 
引 理 得 证 . 


注意 到 在 引 理 的 证 明 中 ,因为 B,C, H, S 四 点 共 圆 以 及 关于 


TaT, 的 对 称 性 ,可 以 得 到 
Z BPT, = Z SH,T; = B 
又 由 于 M, 是 T, 关于 BI 的 对 称 象 ,有 
Z BPM, = LBPT, = B = LCBP 
因此 , PM, // BC. 
要 证 明 M, 位 于 L E, R AGE 1 也 平行 于 BC. 
假设 8 >, 7, 设 直线 BC 55 HH M TT, 分 别 相交 于 点 D 和 
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点 了 ,注意 到 点 D 和 点 EE 位 于 直线 BC 上 线段 BC 的 同一 侧 , 易 证 
ZBDH, =218- Y !,ZBET, =1ß- 71 
# l / BC, 则 M, 位 于 二 上 . 则 三 ,二 ,有 所 确定 的 三 角形 为 
AMiM:Ms. Ñi 人 MiMW2Ms 在 A ABC 内 切 贺 上 , 则 原 命题 得 证 . 


GD 设 锐角 人 4BC 的 外 心 为 0, 从 4 作 BC HN, EEX P, E 


BCA > Z ABC + 30. 证 明 : 人 CAB + Z COP < W. 
(第 42 届 国 际 数学 奥林匹克 ) 


证 明 $ a = ZCAB,ß = ZABC,y = 人 BC4,p = 
COP. 如 图 39 所 示 , 设 K,Q 分 别 为 点 4,P 关 于 BC 的 垂直 平分 
线 的 对 称 点 ,R 为 OABC 的 外 接 圆 半径 . 则 

0À = 0B = 0C = 0K = R 
由 于 KOPA 为 矩形 , 则 QP = KA, R 
LAOK = LAOB - LKOB = 人 40B - LAOC = 
27 - 28 > 6 
由 此 及 04 = OK = R, 导 出 KA > R,PQ > R. 

在 全 4BC 中 

OP + R = OQ + OC > QC = QP + PC > R + PC 
因此 ,OP > PC. 

在 人 COP 中 ,人 PCO > 9. 由 


a = T ZB0C = + (180 - 2 PC0) = 9% - LPCO 
得 a + ç < 9 
即 < CAB + 人 COP < WF 


GD I 0, 和 图 0; 相交 于 B,C 两 点 , 且 BCEAO 的 直径 ， 
TA CEAO 的 切线 , 交 圆 0 于 另 一 点 4, 联结 AB, XE 0, 
于 另 一 点 已 ,联结 CE HEK, ZA 0, 于 点 F.A 五 为 线段 


AF 上 的 任意 一 点 ,联结 HE 并 延长 ， 0, FA 6, 联 结 BG 


证 .4 _ AC 
并 延长 ,与 AC 的 延长 线 交 于 点 DD, 求证 :jp = cp 


(2002 年 中 国 女 子 数学 奥林匹克 ) 


AH _ AC åH _ AC 
分 析 itys = op A Eir = ap 
AH > AD = AC > AF 
先 设法 证 明 AAHECO 人 4BD, 再 结合 切割 线 定理 便 能 证 明 . 
证 明 ”因为 BC 是 圆 O, 的 直径 ,4CD 是 切线 ,所 以 BC | AD, 


ACB = W, FÈ AB RM O, 的 直径 .如 图 和 所 示 . 又 LBEC = 
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90P, 即 48 | FC, 所 以 人 FAB = ZX CAB. 
联结 CC, 则 CG | BD, 于 是 
Z ADB = LBCG = BEG = LAEH 


所 以 AAHE ww AABD 
AH _ AB 

从 而 AE = AD 

即 AH .4D = AB : AE 

由 切割 线 定理 可 得 AC? = AE: AB 

所 以 AH - AD = AČ? = AC: AF 
AH _ AC 
AF ` AD 
AH _ AC 

可 得 HF =- CD 


G2 设 0 为 锐角 公 ABC 的 外 心 ,P 为 人 40B 内 部 一 点 ,P 在 
A ABC KZ BC, CA, AB 上 的 射影 为 D,E,F. 求 证 :以 FE, 


FD 为 邻 边 的 平行 四 边 形 位 于 A ABC W. 
(2002 年 中 国 西部 数学 奥林匹克 ) 


证 明 ”如 图 41, 以 FE, FD 为 邻 边 作 平行 四 边 形 DPEC. 欲 证 
命题 成 立 ,我 们 只 须 证 明 人 FEG < 人 FEC, 且 Z FDG < FDC. 这 
等 价 于 证 明 人 BFD < BAC, H ZAFE < ZABC. 

事实 上 ,过 0 作 0H | BC, HHE. h PDL BC,PF | AB, 
知 B,F,P,D 四 点 共 圆 , 故 人 BFD = 人 BPD. 而 人 PBD > 
LOBH, T k: 90 - LPBD < 9% - Z OBH , B) Z BPD < Z BOH. 
又 0 为 和 4BC 的 外 心 , 故 


LBOH = +ZB0C = ZBAC 
所 以 Z BFD = Z BPD < BOH = Z BAC 
即 二 BFD < Z BAC. 
同 理 可 证 ZAFE < ABC, 所 以 命题 成 立 . 
Ë ”如果 0 不 是 人 ABC 的 外 心 ,而 是 内 心 或 者 委 心 , 题 中 的 
结论 是 否 成 立 呢 ?请 读者 思考 ， 


G 设 D 是 全 4BC 的 边 BC 上 一 点 ,但 不 是 其 中 点 . 设 0 和 
0, 分 别 是 AABD 和 A ADC 的 外 心 . 求 证 :人 4BC 的 中 线 AK 


的 垂直 平分 线 过 线段 010, 的 中 点 . 
(2003 年 中 国 国家 集训 队 训 练 题 ) 
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证 法 1 如 图 42, 设 O,0, 中 点 为 0, 联结 A0.,A0,,A0; 
KO, , KO,, KO; BO, , B0>; CO1, CO2, Hl 


KO = tesog + CO? - 2BK2) = 


[801 + (CD - CB +40?) -2BK2] = 


A01+ (CD + CB - + BC?) 


同 理 KO} = A03 + T (BD BC - 1 BC’) 
两 式 相 加 得 AO? + AO} = KO? + KO 
所 以 402 = 二 (401+ 403 - 2001) = 


T (KO + KO} - 2001) = KO? 
故 40 = KO, 即 AK 的 垂直 平分 线 过 O, O, 的 中 点 O ,证 毕 . 


证 法 2 ”如 图 43, 设 010; 的 中 点 为 E. 作 EP | BC T P, 
O,M | BC TM,O0,N L BC 于 NN. 只 须 证 明 AE = EK( 则 点 在 
AK 的 中 垂 线 上 )， 

注意 到 O,0, 为 AD 的 中 垂 线 , 所 以 AE = ED. 

设 BD = 2a,DC = 25, 则 


Lyn = ŁBc = 4 
MP = ZMN = BC = y(a + b) 


DP = MP- MD = }(a+b)-a= (b a) 
DK=DN-KC+NC=b-(a+b)+b=b-a 
从 而 DK = 2DP,ED = EK 
因此 AE = EK. 所 以 ,命题 成 立 . 


G 设 一 个 既 有 外 接 圆 ,又 有 内 切 圆 的 凸 = 边 形 的 面积 为 B， 


其 外 接 圆 面积 为 4, 内 切 圆 面积 为 C. 求 证 :2B < A + C. 


《2003 年 中 国 国家 集训 队 训 练 题 ) 
证 明 “如 图 44, 设 外 接 圆 半径 为 只 ,内 切 圆 半径 为 r, 凸 m 边 — 
形 周 长 为 x. Z ` 
HAD n 边 形 内 接 于 其 外 接 圆 , 故 x < 2xR, 所 以 | D) 
B = Dar < nkr N Z 
NS 


2B < 2xRr = r2Rr < a(R? + r’) = 
rR2+m2= A+ C 图 44 
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G 设 C(7) 是 以 和 4BC 的 内 心 7 为 圆心 的 一 个 圆 , 点 D,E, 
到 分 别 是 从 了 出 发 垂直 于 边 BC, CA 和 4B HARS CU) 的 交 


点 .求证 :4D, BE 和 CF 三 线 共 点 . 
(2003 年 中 国 国家 集训 队 训练 题 ) 


证 明 ”如 图 45, 过 D 作 DD | 4C,Di XER, Ù EE 
EE, | BC, Ei 为 垂 足 ,联结 AD, BD,CD,AE,BE,CE, 设 AD 与 BC 
交 于 A1, BE % AC 于 Bi. 

因为 C1 是 Z BCA 的 平分 线 且 ID | BC,IE | AC, 又 ID = 
到 ,所 以 D, E XF CIX, XA XDD, | AC FD, EE, L BC 于 
五 ,所 以 Di, E, 关于 CI 对 称 , 故 DD, = EE. 

因为 Sasse : Sace = AB; : CB1, 所 以 Sa : Secag = AC : 


CB1, 又 因为 Sac = + BC EE1, 所 以 


Ss = AC BC EE, 
Mei 2CB, 
AC : BC > DD, 
Sioc = —— 
同 理 ABDC 2C4 
所 以 CA, : CB, = Sascg : Saapc 


设 CF f AB = C1, 则 同 理 可 得 
AB; L AQ; = S t Siner 
BC, : BA, = Sapc : Sacer 
ZAHRI T a Tm y m Í 


由 塞 瓦 定 理 逆 定理 得 441, BB1, CC, 三 线 共 点 , 即 AD, BE, 
CF 三 线 共 点 . 


GD 点 P 为 人 4BC 的 外 接 圆 上 劣 弧 BC ARII, I, L, AA 
Æ A PAB, A PAC 的 内 心 .求证 :(1) 公 PI1 的 外 接 圆 过 定点 ; 


(2) 以 1 为 直径 的 圆 过 定点 ;(3) 1h 的 中 点 在 定 圆 上 . 
(2003 年 中 国 国家 集训 队 训练 题 ) 


证 明 (1) 如 图 46, 设 7 为 全 4BC 的 内 心 , 取 A ABC 的 外 接 
圆 上 优 弧 BC 的 中 点 DD, 连 DI 交 A ABC 的 外 接 贺 于 ,联结 Al, 
BI, C1, AÑ, Bh, Cli, Ah, Bh, Ch, Ih, Il, BK, CK, IK, hK, hK, 
hh. AX 


第 二 章 ” 有 关 圆 的 试题 
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所 以 B, 了 ,71,4 四 点 共 圆 .因此 


ZhBI = Lhal = SBE _ BA = 
二 (LBAC - ZBAP) = LUP 2 “ci 


同 理 ZBI = ICh, KY A BI IO AIRC. 


因为 D 为 BC 中 点 ,所 以 
LBKD = LCKD = “~ ZBAC 


X — ZKBI + ZKIB =z- LBKI = BAC - 
Z BIC = Z BIK + Z KIC 
所 以 和 KBI = ZX KIC. 
同 理 人 KIB = 和 人 KCI, 所 以 A BIK o A ICK, B k, h, h» 
A BIK 与 A ICK 中 的 一 组 对 应 点 ,全 三 K7 co A BKI, 所 以 
ZhKh = Z BKI = SC 


而 LhPh = <BEC - z- ZEAC 


所 以 h, h,K, P WAIN, Ak APh 的 外 接 圆 过 定点 ,证 
tE. 

(2) mE 47, h ABIA AIC A 

ZBil, + Z Cl, = ZBI, + ZNBI = 


xz- ZBI = ZBAI = LBAC 


所 以 Z, = LBIC- (X BIN + Z CIl,) = 
m+ BAC LBAC _ x 
PE 


因此 ,以 nh 为 直径 的 圆 过 定点 1, 证 毕 . 
(3) 如 图 47, 记 万 忆 的 中 点 为 b RA AB RAC 的 中 点 丸 ， 
3, 联 结 IR,1S ,11R,1oS,125,10R,10S,AR,AS,A1,RS,1h, Ilh. B 


为 
ZRAI = LRAB + ¿nal = CBCA , ABAC - z- ABC 


所 以 LRIA = n- LARC ~ ZRAI = r - LABC- 
x- LABC = T= <46C /RA 
2 = 2 E 


RA = RI 
同 理 RA = Ri, 因此 RI = RI. 

由 (2) 的 结论 知 H, 上 Ih, FVA Ho = hlo. X Rh = Rio, 故 
人 Ron 安信 Rio1, 所 以 


图 47 
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LhRI= TAZnR= 1 PÈ 
PRI = ZLARI = 也 

同 理 Zhs1 = + BP 

x ZIRS + Z ISR = + 4è + 1 Bà 


M ZIRS + ZhSR = (A + BÀ + BP + PO) = x 
因此 Rio L Slo, EP I Æ SR 为 直径 的 定 加 上 . 


GS AABC HHA, B, C 的 内 角 平 分 线 分 别 交 该 三 角形 外 接 
圆 于 点 K,L,M. RR 为 边 48B 上 任意 一 点 ,点 P.R,Q WE RP // 


AK, BP | BL, RQ // BL,AQ | AK. 求 证 :KP,10 和 MR 三线 
共 点 . 


(2003 年 中 国 国家 集训 队 训练 题 ) 


证 明 ”如 图 48, 设 直线 AQ 与 BL 交 于 S,10 与 MR 交 于 7T, 记 
A ABC 内 心 为 1 ,联结 AL, AM, BM. AX 


ZIAL = CAK + LCAL = 1 ZA +T ZB = 


LBAK + LABL = ZAIL 

X. AS 上 41, 所 以 4L 为 Rt 人 145 RA LPR, IELI = IA = IS, 
因此 AALS 为 等 腰 三 角形 .。 

X AAMB 为 等 腰 三 角形 且 人 ALS = 人 4MB, 因 此 A ALS o 


y AM _ AL | 
SAMB, 所 以 人 MAB = Z IAS 且 45 = 4S° | 


AR AB _ AM 所 
40 = 48 = aL , 所 以 A4MRw AA, 


又 因为 RO // BS , 故 
ZAMR = ZAL. 

# 7 了 与 了 是 同一 点 , 则 TEE AABC 外 接 贺 上 ; 若 T 5 LA 
是 同一 点 , 则 无 论 TERE L 上 还 是 LO 外 , 均 可 由 ZAL = | 
ZAMR 得 出 4,L,T,M 四 点 共 圆 , 即 了 在 A ABC 外 接 贺 上 ,因此 
无 论 怎样 ,了 都 在 A ABC 外 接 贺 上 ,所 以 QL 与 MR 交 于 公 ABC 外 
接 圆 上 一 个 不 同 于 M 的 点 . 同 理 PK 与 MR EZF A ABC 外 接 贺 
上 一 个 不 同 于 M 的 点 .又 人 4BC 的 外 接 圆 与 直线 MHR Ë: M 外 的 交 


点 至 多 一 个 , 故 QL, PK 与 MR 三 线 共 点 . 
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GO 过 锐角 公 4BC 的 顶点 4,B 作 该 三 角形 的 外 接 贺 的 切线 ， 
他 们 分 别 与 过 点 C 的 该 三 角形 的 外 接 圆 的 切线 交 于 点 D,E， 


直线 AE 交 BC 于 点 已 ,直线 BD AC 于 R. 设 Q 为 4P 的 中 点 ， 
SX BR 中 点 .求证 :人 4BQ = ZX BAS. 
(2003 年 中 国 国家 集训 队 训 练 题 ) 


证 明 ił AE $j OABC 外 接 圆 交 于 点 K, 联 结 BK,CK. 设 
AABC 三 边 长 为 48 = c,BC = a,CA = 4, 外 接 圆 半 径 为 7. 
如 图 49, 由 弦 切 角 定理 ,可 推出 公 EBK co 公 E4B, 因 此 


BK _ BE 
AB ` AE 
同 CK _ CE _ BE _ BK 
同 理 C 7 AE 7 AE 7 AB 
y BK_ AB c 
所 以 CK ` AC "b 
sin ZBAK _ c 
因此 sin Z CAK = b 
由 角 分 线 定理 知 
BP _ AB sin BAK _ È 
CP 7 AC ` sin ZCAK = b 
y Doe Doia 
my BP =a p KAQ PS 
再 由 角 分 线 定理 知 


AQ _ AB sin ABO 
PQ ` BP sin Z PBQ 
而 Q 为 4P 的 中 点 ,40 = PQ. 所 以 
sin ZPBQ _ AB ce e+b 
sin LABQ BP a a 
orb 
即 sin( ZB - /ABO) e+b 
sin Z ABQ = a 


2, 
从 而 sin B + cot ZABQ — cos B = +È 


+b Pte- b a+b+3c 
+ = 
ac 2ac 2ac 
2r(a? + b? +3?) _ r(a? + b? +3) 
2abc ki 


sin B * cot Z ABQ = 


cot LABQ = 
同 理 cot ZBAS = 人 = cot LABQ 
利用 0 < 人 B4S, 人 4BQ < r, 可 知 Z BAS = Z ABQ ,证 毕 . 
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GD 平面 上 两 个 圆 交 于 点 4,B. 设 PQ 为 它们 的 一 条 公 切 线 ， 
已 ,0 为 切 点 . S 为 过 点 已, Q 所 作 的 AAPO 的 外 接 圆 的 切线 的 


XA. H EB AF PQ 的 对 称 点 .求证 :4,S, 瑟 三 点 共 线 . 
(2003 年 中 国 国家 集训 队 训练 题 ) 


证 明 ” 先 证 明 一 个 引 理 :过 贺 0 外 一 点 已 作 切线 PA, PB 及 
割 线 PCD, 记 AB PAX M ,W| ADAC co ADMB V ABMC. 


引 理 的 证 明 :出 弦 切 角 定理 易 知 APAC > APDA, WAE = 


2e , 同 理 
BC _ PC _ PC _ AC 
D 7 PB ` PA ` AD 
所 以 4C.BD = BC: AD 
由 托 勒 密 定理 知 
AB - CD = AC > BD + BC - AD = 2AC + BD 
所 以 BM - CD = AC - BD 
BM _ AC 
BD 7 CD 


XL ZACD = MBD, fř V} ADAC o ADMB. 
同 理由 AD + BC = CD - BM 以 及 人 A4DC = Z MBC 可 证 明 
所 以 A DAC co ADMB o ABMC, IRRE. 
从 图 50 还 可 知 ,由 于 2ZADB = ZPAB + ZX PBA < x, ik 


ADB < 3} FVA ZACB > 3 , BD ZACB > Z Pt, P, CHAB 


同 侧 , 当 人 4CB < 3 Pt, P, C fE AB 两 侧 . 

回 到 原 题 , 我 们 只 证 明 4 比 8 离 PQ 远 的 情况 , 另 一 情况 类 似 
可 证 . 

如 图 51, 延 长 AB X PQ 于 MM, 联 结 AS 交 AAPO 的 外 接 贺 于 K. 

因为 

Z PAQ = LPAB + ZQAB = 
LBPQ + Z BQP = x - Z PBQ 

XE Z PAQ < 和 人 PBQ, 所 以 人 PAQ < 六 ,因此 点 S 应 像 图 51 所 | 
示 的 那样 ,与 4,8B 在 PQ 两 侧 . 

由 切割 线 定理 ,MP2 = MB M4 = MQ?, 故 用 为 PQ 之 中 点 ， 
由 引 理 知 人 APK o> 人 4MQ, 得 人 PAK = 人 MAQ, 故 Z PQK = 
LPAK = MAQ = 人 PQB. 同 理 人 QPK = Z QPB. 
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又 因 OP = QP, AQPK 2 A 0PB Ë KEH B X+ PQ 
的 对 称 点 及, 从 而 A, H, S 共 线 ,证 毕 . 


ED 设 ABCD 是 一 个 长 方形 ,了 是 过 点 4,C 的 一 个 圆 的 一 段 
I, T, 是 与 边 4D, DC 和 弧 了 都 相 切 的 一 个 圆 , T, 是 与 边 AB, 
BC 和 弧 了 都 相 切 的 一 个 圆 . 这 里 T, 和 T, 全 部 落 在 长 方形 


ABCD 内 . 设 T, KEH rjj = 1,2.7 是 OABC 的 内 切 贺 半 
径 . 求 证 :(1)r + m = 2r;(2)7T 和 7 的 一 条 公 切 线 与 4C 平 
行 , 且 其 长 度 为 长 方形 ABCD 两 边 长 的 差 . 

(2003 年 中 国 国家 集训 队 训 练 题 ) 


证 明 (1) 如 图 52, 不 妨 设 B 在 7 所 在 的 圆 内 部 ,D 在 其 外 
部 , 设 这 个 圆 圆心 为 0,7i ,72 的 圆心 分 别 为 01, 0,, 以 BA 为 x 轴 
正方 向 建立 直角 坐标 系 ,原点 为 大 圆 圆 心 0. 记 R 为 圆 0 半径 长 ， 
设 各 点 坐标 分 别 为 A(R cos a,R + sin a),C(R : cos B,R + 
sin £), 那么 ,B(R .ceos B, R * sin a), 于 是 由 勾 股 定理 得 
(R : cos Ë + r2)? + (R ° sin a + r2} = (R - rx)? 
r +2r,(R ° cos B + R ° sina + R) + 
(R » cos 8)? + (R: sina)? - R? = 0 
T2 = — (R : cos 8 + R > sin a + R) + 


2R? + 2R(R ` cos B + R > sin a) + 2R + cos Ë ° R ° sin a 
(这 里 用 到 r, > 0, 并 由 求 根 公式 取 正 根 得 到 ) = 
— R(cos B+ sin a + 1) + RY2VIT+ cos B)(1 + sin a) = 
— R(cos Ü + sin a + 1) + Rí2 + 
V (1 + cos BJL + cos(90° — a)] = 

a 


~ R(cos B+ sin a + 1) + R-Í2 + 200s .coe 
同 理由 于 D(R > cos a ,R ° sin B) ,类 似 由 勾 股 定理 得 
(R - cos a = r1)? + (R :sin 8 - r)? = (ri + R? 
站 -2r(R cosa + R» sin 8 + R) + 
[(R > cos a}? + (R: sin 8} - 2] = 0 
2r; = (R > cosa + R > sin 8 + R) + 


2R? + 2R(R : cos a + R » sin 8) + 2R - cos a * R * sin 8 
但 由 于 m < 2r < AD < R- sin B+ R, 故 根 号 前 取 负 号 , 即 
rı = (R ° cos a + R sin 8 + R) - 

V 2R2 + 2R(R : cos a + R * sin 8) + 2R + cos a * R ° sin 8 
R(cos a + sin 8 + 1) - Rí/2 V(I + cos a)(1 + sin 8) 
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R(cos a + sin Ë + 1) — RYŻ vV [T + cos a )[1 + cos(9F — B)] = 
R(eos B+ sin B + 1) — RV - 2eos -$ » cos =Ê 
所 以 
ri+m=Rcosa+sinp-eos8B-sina)- 
2VaR( cos $ co E= É _ oos £ . cog =a) = 
AB + BC ~ RV3[ (cos ZR -8 , a 48-9) _ 


e Etha ¿+= 9]. 


AB + BC - Ry cos 9 ta 8 cos + 8 e) 


AB + BC ~ R + 2sin 45 - sin E58 = 

AB + BC -2R + sin PZ = 

AB + BC - AC(2kr < B — a < 2kr +x) = 2r 
证 毕 . 


(2) 建立 新 直角 坐标 系 ,如 图 53 所 示 , B AB = a, 
BC=bAC = c 记 P(e-n-bn,s-n- en), 


Pa( ra + br. + Sra) ,由 易 知 P, € I O, P € 8 0,. fi 


b-n- Er- r- er b-t (a+b e) 
kee = ü 全 = 一 六 = 
人 (a+b- c) 


bc-(a+ce)Xa +b -c) _ 2 - a -~ ab 
ac-(b+c)Xa+b-c) -b -ab 7 


k PY Ts 
所 以 ,Pi P> L OP P, Ps L 0P;,#& PiP? 与 圆 0, 相 切 ,也 与 圆 0 
相 切 .所 以 P, P, 为 两 圆 的 一 条 公 切 线 . 
又 kp p, = ke HBF AC 的 方程 为 bx + ay = ab, fj 
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b(n + Ër) + a(r + Žr) - ab = (a+b +c)n -ab = 
(a+b c)n- Ela b’ - 2] = 


(arbro(n- H=) = 
(e+8+c)(r-r) 关 0( 因 为 m 关 产 且 mm+m=2r) 


所 以 AC // P. Px. X. 


PR = [y - n - n = n = 2n) + 
b 2 
EET 
* 2 
[L.G - a)] +[L a (a - b)] = 
Gesa, P) = (a = by 
所 以 PIP, =la- bI WEP. 
iË ABCD 为 正方 形 , 则 P, 5 Py 重合 ,由 0P, 5 0,P; 


斜率 相等 , 且 与 AC 的 儿 率 为 负 倒数 知 两 圆 外 切 , 其 内 公 切 线 
P.P, 长 度 为 0, 且 与 AC 平行 . 


ED 给 定 一 个 非 等 腰 的 A ABC , 设 该 三 角形 的 内 切 圆 4( 圆 心 
为 0) 分 别 切 三 边 BC, CA 和 A4B 于 点 41, B. 和 Cl. 并且 44 N 
k = A2,BB, f) k = Bs,A143,B1B; 分 别 是 公 41B1Ci 的 内 角 
平分 线 (43 € B1C1,B3 € 41C)). 求 证 ; 


(1) A243 为 人 Bi42C1 的 角 平分 线 ; 
(2) Æ P,Q X AA, AzA; 和 人 BiB2B3 的 外 接 图 的 交点 ， 
则 0 在 直线 PQ 上 . 
(2003 年 中 国 国家 集训 队 训练 题 ) 


证 明 (1) 如 图 54, 由 弦 切 角 定 理 ,不 难 证 明 AACA 中 


MG _ AC, gB _ AB, _ AC) _ MC 
AAA, Ci. MA ma, AB, = AA, = AA, = AG .从 而 
AıBı 42B) 人 AB, 
pr ab anayananena bh = a Bb 
AB, _ AB, x 
TO = AoE AAs 为 一 Bi4aCi 的 角 平分 线 ,证 毕 . 

(2) 如 图 54, 有 

Z0A A; = z440 u s=2 CA Ct = $ - 人 Lh1C1h2 


而 ¿AAA = 2r - LABA - 人 4341BI - ZAAB, = 
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2r -LABihs -LBACI + 人 BaCD = 
3. Zh1B1hs = $ + ZAA 


所 以 04142 + 人 414342 = x 
于 是 ,由 弦 切 角 定 理 道 定 理 知 041 与 AAAA 的 外 接 圆 相 切 . 
FM, OB, 与 AB, BB; 的 外 接 圆 相 切 . 
如 图 55, 设 OP 与 两 图 分 别 交 于 Q, 及 Q Ml 
OP - 00 = 04 = 0B? = OP - 0Q, 
所 以 ,00 = 00;,Q 5 QEA Q,0,P,0 三 点 共 线 , 即 0 在 
直线 PQ 上 .证 毕 . 


E 凸 四 边 形 ABCD 有 内 切 贺 ,该 内 切 圆 分 别 切 边 DA, AB, 
BC 和 CD 于 点 K,L,M,N. 设 Si, S2, S3, S4 分 别 是 A AKL, 
全 BLM, 人 CMN 和 A DNK 的 内 切 圆 , 圆 S,, S, 的 另 一 条 外 公 


切线 , 圆 5,, 53 的 另 一 条 外 公 切 线 , 贺 53, 54 的 另 一 条 外 公 切 
线 , 圆 Sa, 51 的 另 一 条 外 公 切 线 都 不 是 ABCD 的 边 .求证 :由 
这 些 外 公 切 线 围 成 的 四 边 形 是 一 个 姜 形 . 

(2003 年 中 国 国家 集训 队 训练 题 ) 


证 明 ”如 图 56, 设 Si, 5 的 另 一 条 外 公 切 线 切 两 圆 于 P,Q. 
作 两 圆 连 心 线 01012 4B 于 点 1, 易 知 PQ 亦 过 点 7. 延长 MK 交 4B 
于 点 7, 设 和 KOL = 2a, ZLOM = 28, 人 MON = 27Y, 人 NOK = 
26, 车 a x PEHU a < pla = p 的 情况 另行 讨论 ). 由 


LKOL = EKAL „22728 - 


n-a = x - Z KML 


所 以 0; 在 圆 E. 

又 由 4K = AL 510,K = OIL, 故 0; 为 从 的 中 点 , 同 理 0; 为 
DM 的 中 点 . 

H 521] fE FB SI 
ZLO; = Z10,0; - LO = ZID,0, - Z10,0 = Ë= 
所 以 ZUP=B-a 


X LT= ZLKM - ZTIK = LKM - Z LMK = 
B-a = ZLIP 


SZE 有关 加 的 试题 
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故 MK // PQ. Ti L 8 O, O, 的 虐 离 为 2R - sin $- sin 得 ,所 以 


2R- sin“ - sin Ë 
g. 2 2 


作 LX L MT 于 X, 交 PQ 于 了 , 则 
LY = JL.sin(p-a) = 4R- sin. in Ë. cos Ë= a 


2 ` sin 2 2 
结合 LX = 2R. sin a * sing 
可 XY = 2R(sin a - sin 8 - 2sin $ -sing saca) E 


AR + sin Z sin (200s $F + oos £ - cos B=] = 


4R sin sin Ê- cos 248 


1 2 
2R .cu2 寺 el( cos 27 - oo 228) = 


R(zom EE om 和 ~ 2o $3) = 


R[cos a + cos 8 — 1 — cos(a + B)] 
车 a = B, 则 圆 01, 圆 0, 为 等 圆 , PQ // AB, X. AB // MK, 故 
PQ // MK 

PQ 与 MK 的 距离 = 

2R : sin? a -2r0 = 2R'sina — 2R(1 — cos a) = 

2R : cos a — 2R > coa = 2R * cos ~ R(1 + cos 2a) = 

R[cos a + cos £ — 1 — cos(a + 8)] 

所 以 ,无 论 哪 种 情况 , 均 有 PQ // MK, 且 两 者 之 间距 离 为 
R[cos a + cos £ — 1 — cos (a + 8)]. 

同 理 , S3, 54 那 条 非 CD 的 公 切 线 与 MK 平行 , 且 两 者 之 间距 
离 为 R[cos y + cos 6 — 1 — cos(y +6)]. 

结论 a + B + Y + Ó = 不 ,可 知 cos(a + B) =- cos( y +ò), Pf 
以 ,这 两 条 外 公 切 线 平行 , 且 距 离 为 R(cos a + cos 8 + cos Y + 
cos ô - 2). AE, 另 两 条 外 公 切 线 平行 , 且 距 离 为 R(cos a + 
cos Ü + cos Y + cos ó — 2). 

所 以 ,四 条 外 公 切 线 围 成 一 个 萎 形 (两 组 对 边 距离 相等 的 平 
行 四 边 形 是 萎 形 ). 


@ 设 AEFG 为 一 个 圆 内 接 西 四 边 形 ,延长 AE, GF 得 交点 
B, 延 长 EF ,AC 得 交点 C,D 为 BC 的 中 点 ,联结 AD 交 该 四 边 


形 的 外 接 圆 于 点 及. 求证 :B,F,H,C 四 点 共 圆 . 
(2003 年 中 国 国家 集训 队 训练 题 ) 
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证 明 ”如 图 57, 我 们 假设 AD 不 过 F( 否 则 互 与 下 为 同一 点 ， 
入 BFC 的 外 接 圆 即 是 它们 的 共 圆 ) ,延长 4D 得 P, 使 4D = DP. 连 
BP, CP, 则 ABPC 为 平行 四 边 形 . 

注意 到 

LBFC = Z EFG = x - LEAG = x - Z BPC 
故 B,F,C,P WARE. 
又 
LAHF = ZAGF = n- ZAEF = r- Z PCE 
所 以 Z PHF = x- LAHF = 人 PCF 
所 以 F,H,C,P WARE. 
于 是 B,F,H,C 四 点 共 圆 ,证 毕 . 


@ i ABCD 为 等 腰 梯 形 ,4B // CD. 公 BCD HAIA W UJ 
CD 于 E,F 为 人 DAC 的 内 角 平分 线 上 一 点 ,使 得 EF | CD. 


A ACF 的 外 接 圆 与 直线 CD 交 于 点 C 和 6. 求证:CF > BF. 
(2003 年 中 国 国家 集训 队 训练 题 ) 


证 明 ”如 图 58, 作 公 ACD 在 人 4 内 的 旁 切 贺 K, 切 AD 延长 
线 于 RR, 切 AC 延长 线 于 5, 切 CD 于 7, 那 么 
DT - CT = DR - CS = (AR - AD) - (AS - AC) = 
AC - AD = BD - BC = DE - CE 
所 以 了 ,已 为 同一 点 .进而 KE | CD B K fE Z DAC 的 平分 线 上 ,天 
与 为 同一 点 ,所 以 
LAGC = LAFC = x- LACF - LCAF = 


1 1 
r-{z- 立 2sCD)- 了 CDhC = 
T (Zscp - LDAC) = +ZADC 


Ë ZGAD = ZADC - ZAGC = + ZADC = ZAGC,AD = GD 
联结 FD, 则 人 RDF = 人 CDF, 故 人 CDF = Z ADF, X. GD = 
AD,DF = DF, 因 此 和 人 CDF 纪 Ah4DF, 得 GF = AF. 
延长 FE 交 AB 于 J, 则 由 DE > CE 知 4J > BJ( 或 者 说 ,J 与 
B,C 同 在 4BCD 对 称 轴 的 一 侧 ) ,可 知 AF? ~ BF? = AJ? - BP > 
0, 故 AF > BF,GF = AF > BF. 证 毕 . 


图 58 


DIERZHANG YOUGUAN YUAN DE SHIT 


D 长 分 别 为 ,bc,d 的 凸 四 边 形 4BCD 外 切 于 圆 0 ,求证 : 


04* OC + OB : OD = V abcd. 
(2003 年 中 国 国家 集训 队 测试 题 第 2 次 ) 


证 法 1 如 图 $9, 不 妨 设 圆 0 半径 为 1, 设 人 04D = 人 04B = 
a,LOBA = LOBC = B,Z0CB = LOCD = y,Z0DA = Z0DC = 
ò, W 

a+ß+y+ð =R 


_ OE 1 ul 、 | 
QA = ina = na’ P = anp OC = mny = nd 
所 以 


OA - OC + OB - OD = 


1 1 5 
sin a * sin y * sin ĝ ` sin Š = 
sin a + sin 7 + sin É » sin 8 © 
sin a * sin f + sin y ° sin 8 


AB = AE + EB = OE -cota + OE + cot B = BSS p SG = 


cos a sin ĝ + sin a ° cos 8 _ sin(a + 8) 


sin a * sin 8 sin a + sin 8 


同 理 
BC = sin(8 + y) CD = sin( y + 6) DA = sin(ô + a) 


sin P ° sin y” ~ Sin y + sin à” sin sina 
由 于 a+B+7y+G=r 
故 — sin(y +ô) = sin(a + B),sin(Ə + a) = sin(B + y) 
从 而 
-rg - [sine + B) + sin(8 + 7) ° sin(Z + 9) ` sin(Š + a) _ 
Ci - sin?a + sin? 8 + sin? y + sin? 8 B. 
sin(a + * sin( f + @ 
sin a * sin ĝ + sin y * sin Š 
比较 DO 知 ,只 须 证 明 
sin a * sin Y + sin Ë ° sin ô = sin(a + £) ` sin(8+ 7) ®© 
利用 ae+B+y+=r 且 ap8,y,E (04) ,我 们 可 直接 
证 明 @, 也 可 构造 一 圆 内 接 四 边 形 41424344, fë 4145, AAs» 


A,A A) 所 对 圆周 角 ap, y, (E 60), 由 托 勒 密 定理 有 
AA; * A3hs + A) A. * 4243 = 4143。，4244 
BI sin a + sin y + sin £ ° sin ô = sin(a + B) - sin( + y) 
# @ 得 证 . 
综 上 所 述 , 原 命题 得 证 . 
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证 法 2 mp4. S 2 - 1807, 我 们 有 
Z A0B + Z COD = 180 
于 是 在 四 边 形 的 形 外 作 A DCE, fE A DCE o> ^A480( 图 61), 则 四 
边 形 DOCE 内 接 于 加 ,由 托 勒 密 定 理 有 
DE - OC + CE - OD = CD - 0E ° 


m2 = CË = 全 ,四 此 由 GD 即 得 
OA - OC + OB - OD = AB - OE © 
又 ADOE = Z DCE = ZABO = LOBC 
Z 0ED = Z0CD = BCO 

所 以 和 DOE A 0BC 
同 理 , 人 0CE 入 40D, 于 是 有 

OF _ OD OE _ CE 

BC ` OB'DA ` OD 


0E? CE 
两 式 相 乘 即 得 BC - DA = OB 
CD 


= 1B’ 
AB? - OE? = AB? 
再 由 @ 即 得 所 证 . 


CE 
nE = CP t 


. CD: BC: DA 


AB = AB + BC - CD > DA = abcd 


QD AABC 中 ,4B > BC > CA,AB = 6,Z C - ZB = %9, M 
0 为 内 切 圆 ,E 是 BC 边 上 的 切 点 . EF 是 圆 0 的 直径 .射线 AF 


交 BC 边 于 点 也 . 若 DE S A ABC 外 接 圆 的 半径 , 求 边 BC, 
AC 的 长 . 
(2003 年 中 国 国家 集训 队 测试 题 第 4 次 ) 


解 ”如 图 62, 过 下 作 圆 0 的 切线 交 4B,AC 于 MW,N, 显 然 有 | 


MN // BC; 过 C 作 CK | BC,K fE AB k. 
易 知 A4MP AABD,AAMN 人 4BC. 
由 切线 长 定理 知 


AM + MF 


AN + NF = 十 人 AMN 周 长 
因为 


1 
AM _ MF _ AM + MF 2 个 4MN 周 长 
AB = BD- AB+BD = AB + BD 


AM _ AAMN AK 


AB 7 AABC HK ° 
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所 以 AB + BD = + A ABC MiK 
另 据 切线 长 定理 易 证 
AB + EC = +AABC MK 
所 以 BD = EC 


记 BC= a,CA = b,AB = c,p = 二 (a + 6+c), 易 知 BD = 
EC = p - c, 此 时 A ABC 外 接 圆 半 径 

R = DE = BC - (BD + EC) = a -2(p-c)=c-b 

易 证 AACK o A ABC, AT 


ri 3 2: 
AK = P cK = b gk = © 
e e c 
e = PË 
b b Bb.BK A 
因为 2R= B K" CK > a F 
BK c 
e=. b) 
而 2R = 2X(c - b) 
所 以 b+c=2a 


由 RtABCK 得 BK2 = BC? + CK?, 即 
(HE -eA 


c 


因为 8 < c, 所 以 上 4, 
c 3 


因为 。 = 6, 所 以 b = 8 -2Vj,o = 二 (0+ o) = 7- 性. 


S 在 等 腰 Rt 人 4BC 中 ,人 4 = %°,AB = 1, 了 为 BC 的 中 点 ， 
E, F 38 BC 边 上 另外 两 点 . M J A ADE 的 外 接 贺 和 公 ABF 的 
外 接 圆 的 另 一 个 交点 ;NN 为 直线 4F 与 公 4CE 的 外 接 圆 的 另 一 


个 交点 ;P 为 直线 AD 与 A AAMN 的 外 接 圆 的 另 一 个 交点 (图 
63). 求 4P 的 长 度 . 
(2003 年 中 国 国 家 集训 队 测 试题 第 5 次 ) 
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解 ”利用 反 演变 换 . 

以 点 4 为 反 演 中 心 ,r = 1 为 反 演变 换 的 半径 .在 这 个 反 演变 
换 下 ,用 X" 来 表示 点 站 的 像 .由 反 演变 换 的 性 质 :B,F,D,E,C 
在 一 条 直线 上 4,B* ,F* ,D" ,E*,C* 在 同一 个 加 上 ;M 是 
公 ADE 的 外 接 圆 和 公 ABF 的 外 接 圆 的 另 一 交点 cM" 是 D" E" 
与 B* F" 的 交点 ;NN 为 4AF 和 公 ACE 的 外 接 圆 的 另 一 个 交点 NN” 
Æ AF” 与 C*E" 的 交点 ;已 是 4D 5 A AMN 的 外 接 圆 的 另 一 交 
A eP" 是 AD" 与 M" N" 的 交点 .( 图 64) 

设 B*C* 交 AD" 于 0* ,对 圆 内 接 六 边 形 4F*B*C*E*D"* 
用 帕斯卡 (Pascal) EA AF" 与 C" E" 的 交点 ,FP" B" 与 D*E* 
的 交点 ,B" C* 与 4D "的 交点 三 点 共 线 , 即 M* ,N" ,0* 三 点 共 
R. 

X P' 是 M*N" 与 4D" 的 交点 ,所 以 P* = O" ,BD P' 在 
直线 B" C" 上 ,由 反 演 的 性 质 ,可 导出 原 图 中 4,B,P,C 四 点 共 
圆 ,从 而 

2 


AD : DP = BD - DC=AD = BD = DC = DP=3 


所 以 AP = /2. 

为 了 严密 起 见 , 下 面 将 证 明 帕 斯 卡 定理 . 

设 ABCDEF 内 接 于 圆 (与 顶点 的 次 序 无 关 , 即 ABCDEF 无 须 
为 凸 六 边 形 ) ,4B N DE = X,BC N EF = Y,CD N AF = Z, 则 
X,Y,Z 共 线 .( 图 65) 

设 AB N EF = K,AB f) CD = M,CD N EF = N, hRS 
斯 定理 得 

KX .MD .NE 


XM ` DN ` EK " 
MZ NF KA 
ZN ` FK ` AM = 


NY, KB MC 


YK ` BM CN = 
将 以 上 三 式 相 乘 ,并 利用 圆 等 定理 得 
MA ,MB = MD - MC 
ND + NC = NE ° NF 
KA - KB = KE - KF 
从 而 KX , MZ .NY 


X X,Y,Z 分 别 在 KM , NK , MN 上 , 故 由 梅 涅 劳 斯 定理 的 北 定 
BH X,Y,Z 共 线 ,证 毕 . 


DIERZHANG YOUGUAN YUAN DE SHITI 


O 设 人 4BC 内 接 于 圆 0, 过 4 作 切 线 PD,D 在 射线 BC E, 
PERR DA 上 .过 PP 作 圆 0 KIRPU, UBD E, PUXA 


0 于 0,7 且 交 4B,4C 于 R,S. 证 明 : 若 QR = 57, 则 PQ = 
UT. 


(2003 年 中 国 国家 集训 队 测 试题 第 8 次 ) 


证 明 ” 先 证 明 一 个 引 理 :如 图 66 所 示 , 圆 O REAM, QT 
交 于 ,下 为 0T 中 点 ,过 4,MM 作 圆 0 的 切线 , 交 直 线 QT 于 P,U， 
则 有 PQ = UT. 

引 理 的 证 明 : 易 证 P,A,F,0 5 U,M,0,F 分 别 四 点 共 
LOPF = LOAF = LOMF = 0OUF= 人 OPF 82 
AQ0UFƏPF = UF=PQ = UT. 

现 回 到 原 题 . 

如 图 67, 作 OE | BC,OF | QT, 则 EE 为 BC 中 点 ,F 为 0T 中 
点 ,也 是 RS 中 点 . 

作 CG // RS ,联结 AF 延长 交 贺 O + M, 交 CG 于 点 K; 再 联结 
EK, EM, CM , UM , OM, 3 Nl K} CG 中 点 ,EK // 4B. 因 为 KEC = 
ABC = 人 AMC = 人 KMC, 所 以 K,E,M,C 四 点 共 圆 ,所 以 

Z EMF = LEMK = Z ECK = 人 EUF = 
180° - L EOF EMF + Z EOF = 180 
所 以 F,0,E,M 四 点 共 圆 .但 由 
LOEU + LOFU = W + 90 = 180 
$ F,0,E,U 四 点 共 图 ,从 而 可 断定 F,0,E,M,U 五 点 必 共 圆 ， 
所 以 0,E,M,U 四 点 共 圆 ,人 OMU = 人 OEU = 90pP ,因此 UM 是 
BJ O 的 一 条 切线 ,根据 引 理 知 PO = UT, 得 证 . 


GO 在 一 个 非 钝 角 人 48C 中 ,4B8 > AC, ZB = 45°,0 和 1 分 


别 是 A ABC 的 外 心 和 内 心 ,BV2OL = AB - 4C, 求 sin A. 
(1998 年 中 国 数学 冬令 营 ) 


解法 1 设 公 4BC 外 接 圆 和 内 切 圆 半径 分 别 为 R,r. 人 人 4， 
ZB R 人 C 所 对 边 分 别 为 a,5,c. 那 么 ,由 已 知 条 件 O! = 
再 结合 欧 拉 定理 OP = R? - 2Rr, 可 得 

c-b)? 2 
( F) = R28 © 
再 由 熟知 的 几何 关系 得 
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= 二 (e+ a- b)un Z s G o pim E= 

2 2 8” 

a (c+a-b) © 

H ESE B 
a b c 
sin A = sin B > sin Ç = 2R © 

结合 中 ,O,@ 可 得 


(22 sin C - 2R + sin B) 


Ə 区 =R- . 
万 = R2- 2Rr = R - 2R 


2 已 = 1(G2R - sin A + 


2R - sin C — 2R - sin B) 
整理 得 
1 — 2(sin C — sin B)? = 2(/2 - 1)(sin A + sin C + sin B) 
因为 ZB = 于 ,sinB = 2 H 


sin € = sin( 至 - ZA) = a A + sin A) 


所 以 2sin A + cos A — (2 - /2)sin A -— (2cos A +42 -1 = 0 
(sin A -1)(/2cos A - /2 + 1) = 0 

于 是 sin 4 = Ë st cos 4 = i Ë. 
当 cos 4 = 1-2 


sin A = V1- co? À = 1-(1-8) - 


综 上 ,sin A - 2 sina = 6-1. 


解法 2 过 点 1 作 J1c L 4B, Ils L AC, H, | BC,0D | BC, 
HF, lc, Ir, l, D HIRERE, W D 为 线段 BC 中 点 . 且 Ic, Ig, l4 E 
分 别 为 圆 了 与 边 4B ,4C, BC 的 切 点 .由 已 知 条 件 
V201 = AB - AC = (Alc + 1cB) — (Alc + IgC) = 
IB - IC = LB - LC 
H AB > AC NILB > LC,W S DERB LB k. 


又 因为 B = 去 BC+ LD, I€ = 二 Bc- 1D, 所 以 W201 = 


21D, 即 01 = /21,D ,所 以 直线 01 与 直线 BC HRALI J XE 
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为 人 ZB = + PFL BAR 0! | ABOI // AB. 
下 面 针对 这 两 种 情形 进行 讨论 . 
1) 当 OI | 4B 时 ,zc 为 线段 4B 的 中 点 ,所 以 Alc = Bic, 所 以 
去 (48+4C- BC) = + (AB + BC - AC) 
于 是 4C = BC,A ABC 为 以 4B S$ t SEAME, ZA = 
LB = 3, ZC = ZA 0 55 Ic 重合 ,如 图 68 所 示 . 


2) 34 OI // AB 时 , 作 OE | 4B, 忆 为 垂 足 ,如 图 69 所 示 . 则 
He = OE = r, BOE = LAOE = LC, 所 以 
G 


R cos C = r= 4R* ein -sin Ë -sin £ 


人 
所 以 cos C = 4sin 生 .sin 呈 sin 人 = 


-l+2sin Z veo | - Zc) = 


4 
所 以 sa{(2c-3)=1-2 


于 是 sin 4 = eos [aresin( 1 - 2)]| = h - (2). A 
VE 
综 上 ,sin A -= 性 或 sn 4 =y3-4. 
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GD # 4 是 一 个 圆 太 的 直径 ,7 为 过 点 4 的 厂 的 切线 ,CiW， 
D 为 直线 ! 上 依次 排列 的 三 个 点 , 且 CM = MD. 直 线 BC, BD 


分 别 交 WW 于 点 P,Q@. 求 证 :在 直线 BM 上 存在 一 点 R, 使 得 RP 
和 RQ 均 与 W 相 切 . 
(2003 年 中 国 国家 队 培训 题 ) 


证 明 BiP B W HRX BM FRAC = 0, | 
ADB = 9g, 联结 4P,40, WP, 设 RP 的 延长 线 交 4C 于 E. 由 AB | 
为 圆 多 的 直径 ,可 知 4P L BC,40 i BD. 而 人 EAP = ZEPA, $k 
Z ECP = 人 EPC, 进 而 AE = EP = EC, 即 EE 为 4C 中 点 .如 图 70 
所 示 . 

再 设 48 = 1, 则 


AC = cot 0,AD = cot g, EM = “9 


cot d CP _ CP PA gla 


EC = “> PB = PA ` PB ” 
E ABMC WRR RPE 中 用 梅 涅 劳 斯 定理 有 
BR , ME , CP wd 
RM ` EC ` PB 7 
BR .cot 9 .pg < 
m, BM ` corb “tO = 1 
所 以 
pass asia š 
RM = cotp cot 0 > tan p Y ° 


同 理 ,我 们 设 过 0 的 加 了 的 切线 交 BMf FR it QR XAD 于 
F, 严 为 4D 的 中 点 , 且 易 知 
DF = He, Mp = 0,B0 BO. OA. ony 


2 'QD = QA 0D P 
在 A BMD ARR QR'F 中 用 梅 涅 劳 斯 定理 有 
BQ , DF, MR _ 
QD ` FM ` RB = 
TAR = BQ. -BE = ug L$ tnp ga 0 = BR 


而 R,R' HERB BM 内 , 故 R 5 R' 重合 , 即 我 们 证 得 了 在 直线 
BM 上 存在 一 点 丸 , 使 RP 和 RQ 均 与 W 相 切 . 
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GD 设 41424344 是 一 个 既 有 外 接 圆 , 又 有 内 切 圆 的 凸 四 边 
形 ,上 且 其 内 切 贺 分 别 与 A,A, A243, A344 和 AA WFA Bi, 
Bz, B3, B4. 求 证 : 


(4f a (20). AJ", 4441 1) zi 


B, B, BB; B.B, B.B. 


(2003 年 中 国 国家 队 培 训 题 ) 


证 明 ”如 图 71, 设 内 切 圆 半径 为 ", 而 
Z AAA. = a, ZAA = B 
ZAA. = v,Z AAA = 0 


则 a + B + v + 0 = 3⁄° 
Bü AA = [c + cot £), BiB: = 2r + cos $ 
所 以 
2 
Aa) D 1 ¿ (cor 2 + cot 8) u Ca cg 
BB 4 oma > 28 
2 ot ei cot 2 cot cot 
同 理 (25) 2 z aata) 2 2 
B2B; coo% "BiB 28 
2 2 
AA, $ cot > ° cot > 
2 
2 
四 式 相 乘 ,得 


4. 


(人 Ala)? (2) (4 Ë 
BiBa) \ BBs) \BsBs) \ BsBl > 


ror 


N 


ls = 16( 这 里 用 到 琴 生 (Jensen) RER) 


2 
从 而 ,利用 均值 不 等 式 ,可 知 原 式 左边 > 4\ (4) > 


B.B, 
2 = 8, 命 题 得 证 . 
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GD i ABCD 为 一 个 圆 内 接 四 边 形 , 且 AD 与 BC 不 平行 ,E， 
下 为 CD 上 的 点 ,G, 吾 分 别人 BCE 和 A ADE 的 外 心 .求证 : 


AB,CD, GH 三 线 共 点 或 两 两 平行 的 充 要 条 件 是 4,B,E,F 四 
ARE. 


(2003 年 中 国 国家 队 培 训 题 ) 


证 明 1) 若 4,B,E,F 四 点 共 圆 , 且 4B, CD 交 于 7. 则 有 
LAFD = LABE ° 
又 由 于 4,B,C,D 388 i 
LADF + LABE + Z CBE = 180 
其 Z ADF + Z AFD + ZX DAF = 180 
iA DT DAF = 人 CBE ,进而 人 DHF = 2 人 DAF = 2 人 CBE = 
Z EGC. 
AHM, A HDF 和 À GEC 均 为 等 腰 三 角形 ,如 图 72 所 示 ， 
故 
AHDF = Z GECƏ—DH // GE 
WME T,H,G 共 线 , 只 须 证 人 THD = 人 TGE ,也 就 是 
TD _ TE @ 
H 7 GE 
注意 到 
DF = 2DH + sin Z DAF,, CE = 2GE ,sin Z EBC 
所 以 
DF = EC @ 
由 四,@ 可 转化 为 证 明 
TE = DF @ 
事实 上 


TE _ TB sin /TBE sin BCE : sin /TBE _ 

CE ~ BC : sin CBE ` sin ZBTE > sin Z CBE ` 
sin Z TAD + sin ZAFT _ AT - sin Z TAD _ TD 
sin LBTE + sin Z DAF ` AF » sin Z DAF ~ DF 


其 中 利用 了 正弦 定理 和 面积 比 , 故 @ 式 成 立 , 即 AB, HC, CD 交 于 
一 点 . 

# AB // CD, WA AD = BC, 又 有 ~4DF = 人 BCE， 
Z DAF = 一 CBE, 所 以 人 4DF 经 人 BCE, 从 而 它们 的 外 心 豆 ,G 到 
对 应 边 DF, CE 距离 相等 ,从 而 有 HC // CD // AB , 故 三 线 平行 , 命 
题 成 立 . 

2) 若 三 线 共 点 或 平行 , 则 4,B,E,F 共 男 . 我 们 用 同一 法 证 
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明 . 

当 AB, CD 交 于 T 时 ,对 任 一 给 定 的 点 下 ,有 H 也 随 之 确定 ,从 而 
直线 TH 也 确定 .注意 到 点 6 既 在 TH 上 ,又 在 BC 中 垂 线 上 .而 AD 
不 平行 BC, 故 这 两 直线 不 可 能 重合 ,从 而 G 为 它们 的 交点 ,被 唯 
一 确定 ,进而 E 也 被 唯一 确定 . 

又 如 前 所 证 ,我 们 取 点 E' 使 人 EBC = DAF 时 ,有 7T,H,G 
共 线 ,从 而 此 时 的 E 与 已 重合 , 故 4,B,E,FF 共 圆 . 

当 4B // CD 时 ,由 于 CH // AB // CD, 仿 上 易 知 , 严 取 定时 ， 
HRE, HR HG 也 确定 .由 于 AD 不 平行 于 BC , 故 BC 垂直 平分 线 
不 可 能 是 BC ,又 G 为 HG 和 BC 垂直 平分 线 的 交点 , 故 G 唯一 确 
定 ,进而 E 也 了 唯一 确定 ,由 同一 法 易 知 当 且 仅 当 4,B8B,E,F HA 
时 , GH // AB // CD. 

综 上 所 述 ,命题 得 证 . 


(BD l s, fa 5, 交 于 点 P 和 ,在 S1 上 取 两 个 不 同 的 A 和 
有 (不 同 于 P,Q), ER AP WBP RIZS FAIA A, 


有 .直线 A,B, 和 42B, 交 于 点 C. 求 证 : 当 A 和 B 变化 时 ， 
A4i42C 的 外 心 在 一 个 固定 的 圆 上 变化 . 
(2003 年 中 国 国家 队 培 训 题 ) 


证 明 ”如 图 73, 设 O,,0, 分 别 为 Si, S: 的 圆心 ,考虑 极限 位 
置 , 当 4i 已 与 S 相 切 时 ,42? 对 应 于 P, Bi 就 是 C, 此 时 入 4i42C 的 
外 心 0 为 01, 类似 地 , 可知 0 还 可 为 0,, 于 是 ,我 们 猜测 ,0 在 
全 0100; 的 外 接 贺 上 . 

为 证 上 述 猜 测 ,我 们 依 如 下 步骤 进行 . 

1) 先 证 A1, C,42,Q 共 圆 . 

注意 到 
ZA,CA; + LA QA, = LA, CA, + AQP + Z PQA; = 

LBiCB, + Z CB,B, + LCB2B! = 180 
故 4j,C,42,Q 共 加 .这 里 用 到 了 圆 内 接 四 边 形 的 一 个 外 角 等 于 
其 不 相 邻 的 内 对 角 . 
2) 再 证 0,0,,Q,0, 共 圆 . 
由 1) 知 00 = 041, 故 0,Q = 0141. 因 此 


Z00,0 = +ZA00 = 18P - LA1PQ 


类 似 地 L000 = 180 - ZA;PQ 
《这 里 用 到 圆心 角 等 于 圆周 角 的 两 倍 ). 因 此 
LO010 + L000 = 180 - LAIPQ + 180 - ZX A;PQ = 180 
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F, AA AC HALAB, BC 的 外 心 类 似 ) 在 A0,0,0 
的 外 接 圆 上 ,命题 获 证 ， 


GD 设 在 人 4BC 内 存在 一 点 F, 使 得 人 AFB = 人 BFC = 
二 CHM. 直线 BF 和 CF 分别 交 4C,AB 于 点 D 和 EE. 求证 :AB + 
AC > 4DE. 


(2003 年 中 国 国家 队 培 训 题 ) 


证 法 1 先 证 一 个 引 理 : 人 DEF 为 给 定 的 ,P,Q 分 别 为 FD , 
FE 上 的 点 使 得 
PF > ADF,QF > AEF.A > 0 
如 果 Z PFQ > 90, 那 么 PQ > ADE. 
引 理 的 证 明 : 记 人 PFQO = 0, 由 于 0 > 90P, 从 而 cos 0 < 0. F 
是 ,我 们 有 
PQ? = PF? + QF? - 2PF +: QF +: cos 0 > 
(ADF)? + (AFE) - 2cos 0 * ADF + AEF = (ADE)? 
于 是 , PO > XDE, 引 理 获 证 . 
回 到 原 题 ,由 条 件 , 知 
ZAFE = LBFE = LCFD = LAFD = 6 
设 直线 BF, CF 分 别 交 A AFC 的 外 接 圆 ,全 4FB 的 外 接 圆 于 点 PP， 
Q, 如 图 74 所 示 , 则 易 证 A APC 与 AABO 都 是 正三 角形 .现在 我 
们 对 X = 4,9 = 120 ,运用 引 理 .为 此 , 设 P, 39 FAAC 的 投影 ,4C 
的 中 垂 线 交 A AFC 的 外 接 贺 于 点 P H P, M 为 4C 的 中 点 , 则 
PD _ PM _ PM 
DF = FP, > MP, 
PF > 4DF, 同 理 QF > 4EF, 而 人 DFE = 120?, 由 引 理 知 PQ > 
4DE, 所 以 


=3 


AB + AC = AQ + AP > PQ > 4DE 


证 法 2 分 别 记 AF,BF,CF 为 x,y,z, 则 由 
Sacr = Sacro + Sep 一 CF * AF = CF + DF + AF + DF 


可 知 DF = Ce aF: TÈ DF = CE E EF = > 村 .在 
A ABF,AACF,A DEF 中 分 别 运 用 余 弦 定理 , 欲 证 的 不 等 式 转 为 


证 明 


Vet + +V a+ > 


AS | (=) | (2) 
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由 于 x+y xy ELNA xz 


ra š 
4 x+y 4 x+z 
于 是 ,只 须 证 明 
Vray atra 


(x+y) + (z +z) + (x + y)(z + z) 


两 边 平方 .整理 得 
2V (x2? + xy + yx + xz + P) > Rly + z)z + yz 
再 两 边 平方 , 左 减 右 , 只 须 证 3( 2 - y) > 0, 所 以 ,命题 成 立 . 


GO 锐角 入 4BC HADEN UJ BC + X K, AD 为 ^A4BC 的 
高 ,1W 为 4D 的 中 点 ,直线 KM ZA 于 另 一 点 N. 求 证 :入 BCN 


的 外 接 圆 与 9 切 于 点 N. 
(2003 年 中 国 国家 队 培 训 题 ) 


证 法 1 如 图 75, 可 设 AB y 4C( 因 为 AB = 4C ,由 对 称 性 ， 
结论 是 平凡 的 ) ,不妨 设 4C > 4B, 设 BC 的 中 垂 线 分 别 交 AK , BC 
FA P, Ai. RIDER: N, O 的 圆心 1 及 公 BCN 的 外 心 5 三 点 共 线 . 
由 于 IK // SP, 且 都 与 BC 垂直 ,我 们 只 须 证 明 :P fE A BCN 的 外 
接 贺 上 (因为 , 若 如 此 , 则 SP = SN, 进而 人 PNS = 人 人 NPS = 
人 NKI = 人 PNI, 故 N,1,5 共 线 ). 

为 证 此 结论 ,我 们 证 明 

NK KP = BK - KC 
记 s = Ala + b+ e), M BK =s- 86,KC = s- c, FVA 
BK + KC = (s — b)(s - c) 
在 公 ABC 中 运用 余弦 定理 


cos B = PAG +e- b) 


+a -h 


BD = c ` cos B = 2a 
又 KA, = BA, ~ BK = +(b - c) 
DK = BK - BD = (b= =a) 
记 人 MKD = 9, 则 
1 
MD oD Sapc 


tn P = pK = (b - c)Gs- a) 7 (b c)(s - a) 
H T Z NIK = 2 人 MKD = 2p, 故 NK = 2r* sin 9p, 其 中 ,7 为 0 的 
半径 ,最 后 ,全 41KP 中 ,KP = KA, > sec 9, 所 以 
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NK © KP = 2r + KA, * tan p = P Saa - Saase 
s-a s(s- a) 
(s = b)(s - c) = BK : KC 

(这 里 用 到 海伦 公式 :Sa = rn = 
Vs(s -a)(s - 6)(s -ce)) 
因此 ,命题 成 立 . 


证 法 2 与 证 明 一 类 似 , 可 设 AB < 4C, 只 须 证 入 ,1,S 共 线 . | 
现在 设 P 为 NK 55 À BCN 的 外 接 贺 的 交点 (不 同 于 N). 则 SP = 
SN, 于 是 ,SPN = 人 SNP, 而 IN = IK, 故 人 IKN = 人 INK, 从 而 
N,1,S 共 线 的 充 要 条 件 是 这 些 角 相等 , 即 IK // SP. 注 意 到 IK | 
BC , 故 只 须 证 明 SP | BC, 即 证 P 为 弧 BC 的 中 点 .为 此 ,我 们 证 明 
NKP 平 分 全 BNC, 即 证 且 = BK, 

记 ZMKD = 9, 由 余弦 定理 ,得 

BN? = BK? + NK? - 2NK ，BK * cos ọ 

CN? = CK? + NK? + 2NK * CK +: cos 9 
于 是 ,只 须 证 明 

BK? _ BK? + NK - 2NK : BK : cos g 

CK? ` CK? + NK? + 2CK + NK : cos 9 
即 证 (CK - BK)NK = 2BK CK + cos 9 

由 于 NK = 2r + sin g, 故 只 须 证 明 
2r(CK - BK)tan g = 2BK ，CK 
而 apa2, c ° sin B 
DK ` DK ` 2(s- b- c- cos B) 

(因为 M 为 4D 的 中 点 ) ,现在 


BK = root 至 ,ck = r- cot £ 


(oot £ - cot 2] (e sin B) c 
a +c- b -2c cos B 2 2 


利用 正弦 定理 及 a = c cos B + b* cos C, 转 为 证 明 


= Cot > " cot 


i i £ 31. 
sin C ` sin B[ co $ -oot2) = 
B Cin ç ; n 
cotz “cot g (sin C — sin B + sin B * cos C — sin C + cos B) 


利用 半角 公式 ,两 边 约 去 sin 有 5 ,只 须 证 


S |x 
" 
s 

N| 


sin B ° sin C = 4sin Ë - sin É + cos 
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上 式 显然 成 立 .所 以 ,命题 获 证 . 


GD AB 为 等 腰 A ABC 的 底 边 , CD 是 其 一 条 高 .P 为 CD 上 一 
Ki, E HAP 与 BC 的 交点 ,下 是 BP 与 4C 的 交点 . 若 公 ABP 的 


内 切 圆 与 四 边 形 PECF 的 内 切 贺 半 径 相 等 .求证 : 公 4DP 的 内 
WAS ABCP 的 内 切 圆 半径 相等 
(2003 年 中 国 国家 队 培训 题 ) 


证 明 ”如 图 76, 作 A ABP 与 四 边 形 PECF 内 切 圆 的 公 切 线 ， 
分 别 交 4B,BF, BC 于 点 Y,X,G, 由 对 称 性 可 知 上 述 两 个 内 切 图 
的 圆心 在 CD 上 ,从 而 XY LAB, RA GY // CD. 

分 别 记 人 ADP, 人 BCP S Ost 则 由 


CD // 6CY, 可 知人 BPCwmABXGC， g = BP y > X A BPD š A ADP 
的 内 切 加 半径 相等 ,于 是 ,由 ABPD o A BXY TAT = DP. 


ETAT s 至 ,ri = n. 


G 图 51 和 5, 交 于 点 4 和 B, 过 4 的 一 直线 分 别 交 5S), S F 
点 C,D.M,N,K 分别 为 CD,BC 和 BD 上 的 点 ,使 得 MN // 
BD ,MK // BC.E,F 分 别 为 51 中 弧 BC fü S; PI BD( 都 不 含 
点 4) 上 的 点 ,E 到 BC 的 射影 为 N, FF 到 BD 的 射影 为 K. 求 证 : 
Z EMF = 9. 


(2003 年 中 国 国家 队 培训 题 ) 


证 明 ” 先 证 明 一 个 引 理 : 公 P1Q1R1 与 公 P,02R, 中 (图 77)， 
LPO R, = 人 P,Q2Rs, Ti, 7 分 别 为 0 到 疡 Ri 的 射影 和 02 到 
P,R; 的 射影 ， n7 = TM AP, QR % APR. 

JANEN HE 全 P10Q1R1, 在 全 P,Q2R, 的 外 接 贺 上 存在 
唯一 一 点 07 ,使 得 AP QR o AP QR, FR T; 为 02 到 


P Ra MME IU APOR o APOR TATR = e .这 
表明 Ty = TAT Q7 = 0:. 引 理 获 证 . 
现在 回 到 原 题 ,我 人 有 如 = DMR MN // BD) = 2E 


B MK // BC). 
如 图 78, 设 FK XA S, 于 另 一 点 0, 则 人 BQD = 人 BAD = 
BEC. 这 样 ,由 引 理 ,可 知人 BODw A CEB ,Ëk Z EBC = 人 QDB = 
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图 77 
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LQFB, 从 而 RIABKF V RIA ENB. 
由 于 MKBN 为 平行 四 边 形 , 故 人 MNB = 人 MKB, 于 是 
ZMNE = ZMKF 
MN _ BK _ EN _ EN 
KF ` KF ` NB ` MK 
(这 里 用 到 全 BKF co 人 ENB), 所 以 ,人 MNE A FKM ,ñËk NME = 
Z KFM ,结合 MN | FK, 可 知 EM | FM, 从 而 人 EMF = 90. 


GD 设 ABCD 是 一 个 圆 内 接 四 边 形 ,点 P , Q 和 RR 分 别 是 D 到 
直线 BC, CA 和 4B 的 射影 . 证 明 : PQ = QR 的 充 要 条 件 是 


ABC 和 Z ADC 的 角 平 分 线 的 交点 在 4C E. 
(2003 年 国际 数学 奥林匹克 ) 


证 明 ”如 图 79, 由 西 姆 松 (Simson) 定理 ,可 知 P,0,R 三 点 
共 线 .而 人 DPC = 人 DQC = 90, 故 D, P, C,Q WARM, FÈ, 
DC4 = ZX DPQ = 人 DPR. 类 似 地 ,由 于 D,Q,R,4 共 圆 ,可 知 
Z DAC = LDRP. 因 此 ,人 DCA o À DPR. 

类 似 地 ,入 D4B co A DQP , A DBC o> 入 DRO. 因 此 


DB . QR 
DA _ DR _ BC _ QR BA 
DPC DP pp.P PQ BC 


从 而 PQ = QR 的 充 要 条 件 是 


1 
而 ZABC 和 ZADC 的 角 平分 线 分 4C HANBA mA, 
所 以 ,命题 成 立 . 


ED 如 图 80, 圆 0 是 入 4BC 的 外 接 圆 ,点 1 是 全 4BC 的 内 心 ， 
RR AI, BI, CI AZIF AD, E, F,H AD, BE ,CF 各 交 


0 于 点 4',B',C'. 求 证 :44'* ID = BB' - IE = CC - IF. 
(2002 年 安徽 省 高 中 数学 竞赛 ) 


证 明 ”如 图 81, 过 4' 作 圆 0 的 直径 4'G, 联 结 64, 过 1 作 
IK | BC FK. BIN 0 的 半径 为 R, 公 4BC 内 切 圆 半径 为 r, 则 
A'G =2R,IK = r. 


因为 1 是 全 4BC 的 内 心 ,所 以 BAA' = 和 CA4'. 所 以 A 人 B 
AC, 所 以 4'G | BC. 
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X IK | BC, 所 以 IK // A'G. 从 而 可 知 ,Rt 人 AIDK V A wp 
€ yD _ IK 
AA' ID = A'G IK = 2Rr 8 EC 
同 理 可 证 BB' - IE = 2Rr,CC' > IF = 2Rr me 


故 44' > ID = BB' » IE = CC * IF 


GD AABC h, X E AB 上 的 一 点 ,了 是 BC 上 的 一 点 ,线段 AY 
和 CX 相交 于 点 2Z. 假 如 AY = YC RAB = ZC, 求 证 :B,X,Z 


M YARA. 
(2003 年 世界 城 际 间 联 赛 ) 


证 明 ”首先 ,可 以 证 明 CY = AY < CZ = 4B. 事 实 上 , 若 
ZAYC > 9%p, 则 CZ > CY; 车 人 AYC < 9, 则 人 AYB > 9 ,从 而 
AB > AY. 

如 图 82, 构 造 平行 四 边 形 ABCD ,并 在 AD 边 上 取 一 点 W, 使 得 
LWCY = 人 AYC, 则 

CY = CW,CZ = AB = CD 
且 ZAYC = LWCY = Z DWC 
因为 
AB > AY,A ZYC 2 A DWC 
所 以 ZAYC = ZWCY = 人 DCZ 
于 是 人 YACw 人 DZC. 故 人 ZAC = 人 ZDC. 因 此 ,4,D,C,Z 共 点 
IM. tk 
Z XBY + Z XZY = Z ADC + LAZC = 180 
则 B,X,Z, Y WAHA. 


GDP 为 圆 0 外 一 点 ,过 PER O 的 两 条 切线 , 切 点 分 别 为 
h,B. 设 0 为 PO 与 4B 的 交点 ,过 Q@ 作 圆 0 的 任意 一 条 弦 CD. 


证 明 :A PAB t; APCD 有 相同 的 内 心 . 
(2001 年 中 国 西 部 数学 奥林匹克 ) 


证 明 ”如 图 83, 记 只 为 线段 OP 与 圆 0 的 交点 ,E 为 PD 与 圆 
0 的 交点 (不 同 于 D). 
因为 
CQ : QD = AQ > QB = AQ2, PQ + Q0 = AQ? 
所 以 CO: QD = PQ + Q0 
于 是 ,P,C,0,D 四 点 共 圆 . 
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故人 OPC = Z 0DC = ZX 0CD = 人 OPD, 即 PO 为 人 CPD 的 
FHR. 
X COR = Z CDE, Ñ Z COE = 2 人 CDE, 故 人 COR = 


ROE, 即 有 CR = RÈ. MT, Z CDR = 人 EDR. 故 R 为 人 PCD 的 
Kò. 
又 显然 R 28 A PAB 的 内 心 ,所 以 命题 成 立 . 


€2 i R,r 分 别 是 全 4BC 的 外 接 圆 半径 和 内 切 贺 半径 , R , 
性 分 别 是 人 4'B'C' 的 外 接 圆 半径 和 内 切 圆 半径 . 证 明 : 若 


ZC = ZC ,Rr = Rr, 则 AABCW A ABC. 
(第 12 届 韩国 数学 奥林匹克 ) 


" —c gp.. Ey 
证 明 因为 ZC = LCR = zmC'R = Zein AA 
er, = f = s, 即 
cat + oot A = oot + cot 2 
RA. A.E - 2, a 3, E o AM 
cos Z1 _ cos <2 _ cos <3 , cos <4 
sin Z1 + sin Z2 7 sin Z3 + sin Z4 
sin( Z1 + <2) sin( Z3 + Z4) 


sin Z ° sin Z2 ` sin £3 : sin Z4 


因为 
L1 + 2 = 3+ Z⁄4 
所 以 sin Ll * sin 2 = sin AL3° sin Z4 
即 cos( (1 + Z2) - cos(L1- <2) = 
cos( L3 + Z4) - cos( (3 - £4) 
得 cos( L1 - £2) = ecos(L3 - ZX4) 


有 ~1- 22 = L3- 4, 或 CIL- 2 = Z4- @. 
又 CI1+~2 = + Z4,TË ZA = Z#' ËR ZA = ZP'. 
故人 4BC o AAB'C'. 


GD 在 人 4BC 中 ,已 知 ZB RARIS CA 相 切 于 D,C | 
内 的 旁 切 圆 与 AB 相 切 于 ,过 DE 和 BC 的 中 点 村 入 fE— 


直线 .求证 :直线 MN 平分 人 4BC 的 周 长 , 且 与 人 4 的 角 平 分 
RFI. 


(1999 年 世界 城 际 间 联 赛 ) 
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证 明 ”如 图 84, 过 入 作 D'E Z DE,ÉE N E D'E' 中 点 , 则 


A 
DD' £ EE' YUHMN. 又 因为 AN 
1 
BE = > (AB + AC - BC) = CD 
2 EN 


E BE' Z CD ,所 以 ABEB & A CDD' ,# Z BEE' = Z CDD'. SEE 
又 因为 BEE' + Z CDD' = 人 4, 所 以 MN 平行 于 人 4 的 角 
平分 线 . 图 &4 


设 人 4 的 角 平 分 线 交 BC T F, BË: AC > 4B,NM 交 CA 于 G， 
公 ABC 三 边 长 分 别 为 a,5,c. 则 


N= F= 
CG _ cN 
由 于 NG / FA, 有 C4 = cr” 
+. 
2 b+e 
CG = + = 2 
b+c 
故 NG 平分 人 A4BC 的 周 长 . 


GD 如 图 85, ABCD 是 加 内 接 四 边 形 ,4C 是 圆 的 直径 , BD | HK 
AC, AC 5j BD 的 交点 为 E , FEDA 的 延长 线 上 ,联结 BF , G fE 
BA 的 延长 线 上 ,DG // BF , HGF 的 延长 线 上 ,CH L GF. 证 D 


H:B,E, F,H 四 点 共 圆 . 
《2003 年 中 国 女子 数学 奥林匹克 ) 


证 明 ”如 图 86, 联 结 BH,EF,CG, 因 为 人 BAFw 公 G4D, 所 
以 


FA _ DA 
AB ` AG ° 
XAA AABE cp 人 4CD ,所 以 
AB _ AC 
EA ` DA’ ° 
FA _ AC 
0x04 EA = AG 


因为 和 FA4E = Z CAG, KL A FAE A CAG, FË: Z FEA = 
Z CGA. 
由 题 设 知 ,和 CBG = CHG = 9P, 所 以 B,C,G, H 四 点 共 
圆 ,得 人 BHC = 人 BGC. 于 是 
BHF + ZX BEF = Z BHC + 9 + Z BEF = 
Z BGC + 9 + Z BEF = 
< FEA + 90 + Z BEF = 180 
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所 以 B,E,F, H WARA. 


GO 设 点 D 为 等 腰 人 4BC 的 底 边 BC 上 一 点 ,FF 为 过 4,D,C 
三 点 的 图 在 AABC 内 的 弧 上 一 点 ,过 B,D,F 三 点 的 圆 与 边 


AB 交 于 点 已 .求证 :CD - EF + DF » AE = BD + AF. 
(2004 年 中 国 东南 地 区 数学 奥林匹克 ) 


证 明 ”如 图 87, 设 AF 的 延长 线 交 贺 BDF FK. AX AEF = 


AKB, 所 以 人 4EF o A4KB, 因 此 车 = BK AE LAK Jan 


须 证 明 
CD.BK+DF.4K= BD.4B o 
又 注意 到 ZKBD = LKFD = ZC 
我 们 有 Sanar = 2 CD - BK sinC 
Saa = TAK “DF .sinC 
同 理 Sass = TBD AB sinC 
因此 要 证 QO, R NESH 
Saano = Saner + Saan © 
而 
aSa = SamncoBK // AC © 


事实 上 由 人 KBD = 人 C 知 @ 成 立 ,得 证 . 


ED 凸 四 边 形 ABCD 为 图 内 接 四 边 形 , 其 中 人 4 = 65, BC = 
CD = 1, 射 线 AB, DC 相交 于 EE, 射 线 BC ,AD 相交 于 F. 已 知 


ABCE 及 A CDF 的 周 长 都 是 整数 . 求 四 边 形 ABCD HAK. 
(2004 年 中 国 国家 集训 队 测试 题 ) 


解 ” 如 图 88, 由 ABC + ZADC = 18P 一 人 EBC+ FDC = 
180P. 易 断 EBC z 90. BN, ZEBC = 90?. 因 人 ECB = ZA = 
60pP ,BC = 1, 则 

RtA BCE 的 周 长 = 1 +2+Y3 =3+3 
与 已 知 矛盾 . 

从 而 可 断 Z BBC, 一 FDC 中 ,一 为 锐角 ,一 为 钝 角 . 

不 妨 设 LEBC < W, ME BK | BC,K 在 射线 CE 上 . 易 得 
BK +KC = 2+3. 

fE A BCE 中 
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LEBC = LEBF > ZA = 6P,Z BCE = ZA = 6P 

所 以 人 BEC < 60P ,从 而 有 
EC > BE > BC = 1,BE + EC > 2 
又 易 断 BE + EC < BK + KC, 所 以 
2< BE + EC < 2 + /3 

因为 ABCE 周 长 为 整数 ,而 BC = 1. 所 以 BE + EC 必 为 整 
数 ,可 断 BE + EC = 3. 设 EC = m, 则 BE =3-m, 注 意 
Z ECB = 60P ,所 以 

(3- m)? = BE? = BC? + EC? —2BC - EC +: cos Z ECB = 


+m 2.1" mi = l+ m - m 


解 得 EC = m = Š.BE = 3- m = Ç 
WN CE „ in ZCDE _ sin CBE _EC - 8/ 了 -8 
DF 7 sin ZDCF = sin ZBCE = BE ° 5/5 77T 


令 CF = 8n, DF = 7n, 则 
(7n)? = DF? = CF? + CD? -2CF + CD + cos Z DCF = 


(8n)? +1? -2-8n-1-} = (8n)? +1- 8n 


1l -8n -8 或 8 
解 得 n = 5 或 3,CF = 8n = 了 或 3. 


车 CF = š = CE, 将 导致 ACDF 2 A CBE= Z EBC = 
人 FDC = 9D, 与 已 知 矛 盾 , 所 以 CR = 县 ,DF = 4. 
Ë AD = x,AB = y, h AECB o AFAD 如 = C, 8 
8 
s. Tuy 
7 = "所 以 
zty 
HERET © 
8 
FC _ CD 3 Eyki 
th A FCD o A FABƏ= pA = AB ' l Ps r 
PERE © 
解 联 立方 程 0,@, 得 x = Pys T, 
所 以 
四 边 形 ABCD 周 长 = AD + 4B + BC+CD=x+y+1l+1= 
t Uza 


peT T 
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6D 以 锐角 和 全 4BC 的 两 边 4B , AC 为 直径 向 À ABC 外 各 作 一 
个 半圆 ,AH | BC 交 BC 于 已, 点 也 是 边 BC 上 任意 一 点 (不 是 


端点 ), 过 点 D 作 DE // 4C,DF // 4B, 分 别 交 两 个 半圆 于 点 
EE,F. 求 证 :D,E,F,H WARM. 
I (2004 年 中 国 国家 集训 队 测试 题 ) 


证 法 1 如 图 89, 设 DE 与 4B 交 于 点 P,DF 与 4C 交 于 点 Q. 
将 以 4C 为 直径 的 半圆 补 成 图 ,并 设 DF 和 它 的 另 一 个 交点 为 
局, 联结 AF, BE, CF. 因 为 
AP _ CD _ CQ 


BP 7 DB ` QA 
所 以 P,Q 是 半圆 4BB 和 半圆 CF14 中 位 于 相同 位 置 的 点 . 
又 因为 人 APE = Z BAC = 人 COP ,所 以 PE, QF, 是 上 述 两 
个 半圆 中 处 于 相同 位 置 的 线段 , 因此 A BPE co 公 AQF1, 所 以 | 
人 BEP = 人 4F1Q. 由 此 
LBAC = ZAPE = LABE + LBEP = ZABE + LAFIQ = 
LABE + LACF 
即 
LBAC = ZABE + LACF (0) 
另 一 方面 ,由 A, E, B, H WARAKA, F, C,H 四 点 , 共 圆 知 
LEHF = ZEHA + LAHF = ZABE + LACF © 
由 @@,@ 便 得 人 EDF = Z BAC = 人 EHF, 从 而 D,E,F,H 四 
ARA. 


证 法 2 HEK EAX DFF F £h F'H.WJ Z F'EH = ZABC = 
ZFDH, 所 以 E,D,H,F 四 点 共 圆 ,人 EDB = 人 EF'H = 
LAF'H. 

又 因为 人 EDB = ACH, 所 以 人 AF'H = 人 4CH, 因 此 4,H， 
C,F' 共 圆 . 

XAXA, H, C, F#M, D, F, F #8, FEF = ,所 以 DD， 
E,H,F WAZ. 


| 
! 
| 
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GD 圆心 为 01 和 0 的 两 个 半径 相等 的 圆 相交 于 P, 两 点 ， 
0 是 公共 弦 PQ 的 中 点 ,过 己任 作 两 条 割 线 48 和 CD(4B, CD 
HRPA), AA, CERO E, B, DERO b,K 


AD 和 BC, 点 有 ,NN 分 别 是 4D,BC 的 中 点 ,已 知 0, 和 0, 不 在 
两 圆 的 公共 部 分 内 ,点 M.N 均 不 与 点 0 重合 .求证 :M,N,0 
三 点 共 线 . 

(2004 年 中 国 国家 集训 队 测 试题 ) 


证 明 ”联结 0,0,, 则 0,0, 的 中 点 也 是 0. 

先 证 一 个 引 理 :两 圆 相交 于 点 P,0,4B 是 过 P 的 任 一 条 制 
线 ,7 是 4B 的 中 点 ,0 是 两 圆 的 连 心 线 010; 的 中 点 , 则 OP = OT. 

引 理 的 证 明 : 事 实 上 ,如 图 90 所 示 , 作 点 01, 02,0 在 48 上 的 
射影 Mi, Ma, M. 

由 垂 径 定理 知 , M, M 分 别 是 AP, BP 的 中 点 .又 由 梯形 的 中 
位 线 定理 知 点 M 为 M M 的 中 点 . 


不 妨 设 PB > PA, W 
MM, PA _ PA+ PB PA _ PB - PA | 
PM = MM- MP - 2 - = 
MT = AT - PA - PM = PA 2 PB _ pa _ PB- PA _ PE- PA 


所 以 PM = MT, 即 M 为 PT 的 中 点 . 

从 而 OP = 07, 引 理 得 证 . 

下 面 回 到 原 题 . 

WAR 4B, CD 的 中 点 T,S. 如 图 91 所 示 . 由 引 理 知 OP = 
0S,0P = OT. FFU AOST 是 等 腰 三 角形 , 即 0 在 线段 57 的 垂直 
平分 线 上 .又 


1 = +ZAPC = +ZBPD = BD 
所 以 AC = BD. 而 
44 yi yl L 
SN £ > BD,MT 4 z BD,NT 4 74C- MS 4 24C 


故 MSNT 为 蓉 形 , 它 的 对 角 线 互 相 垂直 平分 , 即 M,N 也 在 线段 ST 
的 垂直 平分 线 上 . 
综 上 可 知 , M,N,0 三 点 共 线 . 
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TDO 求实 数 4 的 最 大 值 ,使 得 只 要 点 P 在 锐角 A ABC 内 部 ， 
Z PAB = Z PBC = 人 PC4 ,射线 AP,BP, CP 分 别 交 人 PBC， 
A PCA,A PAB 的 外 接 圆 于 A, Bi, Ci, 就 有 Saage + Sana + 


Sacan > ASAhaC， 


(2004 年 中 国 国家 集训 队 测 试题) 


W ”如 图 92, 设 M, N BC = A, 由 ZPAB = 
Z PBC = 人 PAI1C 知 4B // A1C. 于 是 
Ah4i4zCo AAAB 
Saam _ Aifa _ Cz 
Saa ™ 44 ` BA 
同 理 , 记 B, = BB, N CA,C, = CC, 4B, 则 
Sasca _ AB, Saca _ BC, 
Saase CBr’ Sasse ACi 
所 以 ,由 平均 不 等 式 及 塞 瓦 定理 可 得 
Sanne + San + Sec _ Chs AB, BC, 
Saase e ACI P 


a eam R 
B,C ` AB ` CiA 
X A ABC 为 正三 角形 ,P 为 其 中 心 时 
LPAB = LPBC = Z PAC = 3 
且 A,B = AC,B,A = B,C, CA = CB 
此 时 不 等 式 等 号 成 立 . 
综 上 所 述 ,Mn = 


加 设 人 XOY = %°,P 8 Z X0Y 内 的 一 点 , 且 OP = 1, 
Z X0P = 30P, 过 点 任意 作 一 条 直线 分 别 交 射 线 OX, OY 于 


点 M,N, 求 OM + ON - MN 的 最 大 值 . 
(2004 年 中 国 国家 队 选 拔 赛 试题 ) 


解 。 先 过 点 已 作 一 圆 0,, 与 射线 0X,0Y 相 切 于 点 4,B, 且 


使 点 P ERMAB 上 ,如 图 93 所 示 . 
建立 如 图 93 所 示 的 直角 坐标 系 , 由 条 件 易 知 点 P 的 坐标 为 


(G1) iT 0, WERI, a) ,其 中 a 满足 
(B-a) (t-a = aè 
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m a = 全 + T (RAR) 


因为 307 < 4 , 且 点 尸 的 纵 坐标 二 > a, 故 过 点 并 与 图 0 
相 切 的 直线 lo( 这 是 一 条 定 直线 ) 与 OX, OY 都 相交 . 设 L, 55 OX, 
OY 的 交点 分 别 为 Mo, No. 易 知 

OMo + ONo - MoNo = 204 
车 1 不 与 如 O01 相 切 ( 则 与 贺 0, 相交 ), 作 图 O, 的 切线 L1( 切 点 为 
Q), 使 得 4 // 1, 并 使 点 0 与 0 分 居 直 线 1 的 两 侧 , 记 4 与 OX,O0Y 
的 交点 分 别 为 Wi, Ni, 则 由 折线 N, NMM, K K T. MiNi 长 ,及 切线 
长 定理 ,得 到 
OM + ON - MN < OM; + ON, - MN, = 
(OB + BN,) + (0A + AMI) - 
(N,Q + QM.) = 204 

因此 , 当 过 点 P RHR SA O, 相 切 时 ,OM + ON - MN 取 

得 最 大 值 , 最 大 值 为 
204 = 2a = 5 + 1 - YD 


G i A ABC 的 半 周 长 和 内 切 圆 半径 分 别 为 * 和 r, 以 三 条 边 
长 BC, CA, AB 为 直径 向 全 4BC 的 外 部 作 三 个 半圆 , 记 与 这 三 
个 半圆 都 相 切 的 圆 的 半径 为 ,证 明 


< 
(2004 年 中 国 国家 队 培 训 题 ) 


证 明 ”如 图 94, 设 48,BC,C4 的 中 点 分 别 为 D,E,F. 设 
AB = c,BC = a,CA = b, 记 


分 别 以 D,E,F 为 图 心 ,d,e,f 为 半径 作 圆 , 易 知 此 三 圆 两 两 外 
切 , 设 与 此 三 圆 均 外 切 的 圆 的 圆心 为 0 ,半径 为 g' , 则 


可 知 8=g = :- 7 


Bitr- + > 0, 所 以 上 > Z ImB4 94 所 示 , 有 


OE = g+e,O0D = g+ d,DE = e + d 
所 以 Saopg = V deg(d + e + g) 
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同 理 Saoer = V fele + f + g) 
Saopr = V dfg(d + f + g) 
Sar = V def(d + e + f) 
所 以 


def(d + e + f) = V deg(d + e + g) + 


fele + f + g) + / dfg(d + f + z) 
© 


下 面 证 明 
I E” 
SrtA+tfllt2V dilds e +) 
由 于 式 GD 右 端 关 于 g 是 单调 递增 , 故 至 多 有 一 个 5 满足 O. 
故 只 要 检验 


QU E m 
E= k +f +f +2 V ka(d + e + f) 
满足 Q 即 可 . 
V deg(d + e + g) = 


J ddf- [ares a ]= 

由 +gf+ 有 局 +2V dfld+e + f) + f + fa +2/ df(d + e + P): 

def (Q+ e + f)de + (d + 62 + (q + e) V 2sf(4 + _ 

de + ef + fa + 2 / defld + e + f) 

dedflV (d + e + f) de + V fda eJ _ 

de + ef + fa + 2 V def(d + e + f) 

de V def(d + e + f) + def(d + e) 

de + ef + fd + 2 / def(d + e + f) 

同 理 
sad yfr g) = LEd + e + f) + def(d + f) 
CE ir ERTI] 


/CHF - LLE +e +f) + defle +f) 
人 


因而 有 
deg(d + e + g) + / dfald + f + g) + V efg(e +f + g) = 
V def(d + e + f)[ de + ef + fa + 2 / def(d + e + f) pl- 


de + ef + fd + 2 / def(d + e + f) 
V def(d + e + f) 


从 而 有 g= 


def 
de + ef + fa + 2 / dd + e + f) 
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而 L Sam so 204+ e+ 月 
Rü r af are tf) _ [af 
Sg, d+e+f Nd+te+f 
Ze tft 
2g = def g 
2+ (de + ef + SDN Ba ei 
而 (de + ef + fd) > 3def(d + e + f) 
所 以 de + ef + fd > 3 V defld + e + f) 


O P J: AABC 内 一 点 ,点 P 在 三 条 边 BC, CA, AB 上 的 射影 
分 别 为 D,E, F, AWE 
AP? + PD? = BP? + PE? = CP? + PF? 
记 ,1a,lc H A ABC 的 旁 切 圆 圆心 , 证 明 : 点 P H 
A slale 的 外 接 圆 圆心 . 
(2004 年 中 国 国家 队 培训 题 ) 


证 明 ”如 图 95, 设 ,1s,lc 在 BC, CA, AB 上 的 射影 分 别 为 
D' ,E' , F' ,并 设 AB, BC, CA 的 长 分 别 为 c,a,b, 则 可 知 


AE' = BD' =- ÈH - e = 2+b-e 


2 a 2 
„_ atb+ce _b+c-a 
BF = CE = 2 -a= 2 
, _a+b+e „stéi 
AF = CD' = 2 -b= 2 
另 由 条 件 可 知 


AP? ~ PF? = CP? - PD? 
所 以 AF? = CD’, FÈ AF = CD. 
同 理 可 知 AE = BD,CE = BF. 
设 AF = CD = x,AE = BD = y,CE = BF = z, 则 
xm+z=c,y+x=a,y+z =b 
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=b b = b = 
可 得 = a +a eS +š a 
所 以 AF = AF',AE = AF',BD = BD' 


所 以 F,F';E,E' D,D 分 别 重合 . 

$k Plc L AB,Pls | AC,Ph | BC. 

又 因为 ZCBI = LABlc, l4, B, lc 共 线 , 所 以 人 Plcl = 
Z Pic = WF - ZBC, VA Ph = Plc. 

同 理 Ple = Pl, 所 以 Ph = Plg = Plc. 

BP P» Alelo 的 外 心 . 


Cb 证 明 :如 果 两 个 三 角形 有 相同 的 外 接 圆 ,那么 它们 的 内 


切 圆 不 可 能 一 个 严格 包含 男 一 个 . 
(2004 年 中 国 国家 队 培训 题 ) 


WA ” 设 公 | 和 公分 别 是 圆 C(O,R) 的 两 个 不 同 的 内 接 三 
角形 ,其 内 切 圆 分 别 为 CI(m ,ri) 和 Cl, rn), E C, 严格 包含 于 
G. 

因为 由 欧 拉 公 式 知 

OŘ = Rè -2Rr, < R 
OB = Rè- 2Rr < R° 
所 以 h, h Œ C 内 部 . 

因为 两 个 贺 一 个 包含 男 一 个 ,所 以 hh <1m - rl. 

而 在 公 O11, 中 ,有 如 下 不 等 式 (即使 是 退化 的 三 角形 也 成 
立 ) 

hh, >1 0h- 01, 1= IVR-2Rn -VR — 2Rr; |= 

2Rin-nl 


一 一 -一 > 
V 权 -2Rri+V 权 -2Rr 
2RIr => ml 

TRER SUS DI 


矛盾 .所 以 C, 不 能 严格 包含 于 C. 


T 设 与 人 4BC 的 外 接 圆 内 切 并 与 边 48,4C 相 切 的 圆 为 
C6, 记 7 为 贺 C 的 半径 ,类 似 地 定义 7,r.;r 是 公 ABC 的 内 切 


圆 的 半径 .证 明 :m + rs + r > 4r. 
(2004 年 中 国 国家 队 培训 题 ) 


证 明 ”如 图 9%, 设 C, 与 48,4C, 公 ABC 外 接 圆 分 别 切 于 D， | 
E,F.M,N 分 别 为 全 ,4C 中 点 ,1 为 AABC 内 心 . 
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RP, F ë C, tš A ABC 外 接 圆 的 位 似 中 心 , 且 过 MOWRY 


行 48( 由 4M = BH, 根据 对 称 性 可 得 ). 因此 ,M,D 为 一 组 对 应 
点 ,于 是 F,D,M 共 线 . 同 理 ,F,E,N 共 线 .而 BN, CM 为 角 平分 
线 可 得 BN 交 CM 于 点 1, 从 而 在 六 边 形 4BNFMC 中 应 用 帕斯卡 定 
AA D,I,E 共 线 .由 图 形 的 对 称 性 可 知 DE | A1, 因 此 , 记 C, 


心 为 0, 有 
ra _ AO, _ AOs AD__1 
r ` A ADA 24 
cos 
2 
EE mv | 
ma E Y f. ET 
cos > w 
1- tan Ü. tan 
E E DEN 2 2, 
2“ mnBtC™ mB n 
= 2 9 
C A 


人 A B £ 
bar) 08" F es 
Bruk ath + a = 
Brink ianh and ants 
€ £: A gA 
unun e Lf (tan 4 - an 2 + 
B cy: £ AY 
(an -uns alng ` an 4 ]=4 

故 有 r+ r + r > 4r 


O 设 ABCD 是 一 个 有 内 切 圆 的 凸 四 边 形 , 它 的 每 个 内 角 和 
外 角 都 不 小 于 60P. 证 明 : 


J 1AB - AD) 1<1 BC - CDP 1< 31 AB? -4D | 


等 号 何 时 成 立 ? p c 
(2004 年 美国 教学 奥林匹克 ) 


证 明 ”如 图 97 ,利用 余弦 定理 , 知 
BD? = AD? + AB? -24D + AB * cos A = 
CD? + BC? - 2CD +: BC +: cos C 


图 97 
由 条 件 知 4 > 62, C < 120, 故 
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-T<%4<1,-T<e c< 
于 是 3BD? - (AB? + AD? + AB + AD) = 
2(AB? + AD?) - AB + AD(1 + 6cos A) > 
2(AB? + AD?) - 4AB > AD = 
2(AB - AD}? > 0 
即 (AB + AD? + AB - AD) < BD? = CD? + BC - 
2CD : BC + cos C < CD? + BC? + CD + BC 
再 由 ABCD 为 圆 外 切 四 边 形 ,可 知 AD + BC = AB + CD, 所 
以 
| AB -4D1=1CD - BC | 
结合 上 式 , 就 有 


$ 1 4B - 4D81<18C - CD? | 


等 号 成 立 的 条 件 为 cos 4 = 十 ,4B = AD,cos C =- 二 或 者 
1AB -4D1= | CD -BC |= 0. 所 以 ,等 号 成 立 的 条 件 是 AB = 
AD BCD = BC. 

同 理 可 证 另 一 个 不 等 式 成 立 ,等 号 成 立 的 条 件 同 上 . 


TD 凸 四 边 形 ABCD AAIE w, it 1 为 w 的 圆心 , 且 
(Al + DI) + (BI + CI) = (AB + CD): 


证 明 :4BCD 是 一 个 等 腰 梯 形 . 
(2004 年 美国 数学 奥林匹克 ) 


证 明 ”如 图 98, 设 w 分 别 切 四 边 形 4BCD 的 边 4B, BC, CD, 
DA 于 点 EE,F,G,H. iË ZAIE = a,ZBIF = 8,ZCIG = r, | 
ZDIH =6, 贺 半径 为 R, 则 a,B,7,6 都 是 锐角 ,上 且 a + B+Y+ | 
6 = r. 进 一 步 可 知 


R R R R 
Al = sa’ Pl = op’ = Z y I = co 
而 AB + CD = AE+ EB + CG + GD = 


R(tan a + tan Ë + tan y + tan 8) 


所 以 ,由 条 件 可 知 


(过 21) (s+) = 
cosa ` cos Ó cos B ` cos y 
(tan a + tan É + tan y + tan ô)? 
上 式 展 开 后 ,整理 得 
2tan a + tan Ó + 2tan ĝ - tan Y + 2(tan a + tan ó)(tan B + tan 7) -| 
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2 u 

cos a ° cos Ó _ cos É * cos y 7 

记 a +6 = 0, 则 B+Y=x- 9, 上 式 变形 为 
sina *sinó -1 sinBp:siny-l1 siô z 
cosa *cos 9 十 cos 8 * cos y cos a * cos Ü ` cos Y * cos Ò 7 


2 


4 


sið __cosĝ+l 1 — cos 0 
cos a * cos Ñ * cos Y * cos Ó — cos a * cos Ó cos Ë * cos Y? 


sin20 = 2sim $ ` cos a : eos 8 + 2008? -£ - cos Ë ` cos ye 
sin20 = sin? L [eos(a — 6)+cos(a +6)]+ 

c0 £ Leost g - 7) + cos(f + 7)]= 

sin0 = cos ofsi - 2 9)+ sit * cos(a - Ó) + 


o $ * cos( f - 7) 
si $ “cos(a - 9) + co? 2 ` cos(8 - y) = le 
st 4 [1 — cos(a - 9)] +e Sl — cos(8 - y)] = 0 


注意 到 ,si 全 > 0,co Š > 0, 所 以 ,cos(a - 8) = Leos(B- y) = 
1, 于 是 a = 6,8 = 7. 进 而 
AB = R(tan a + tan ñ) = R(tan Y + tan ó) = CD 
并 且 LBAD = x -2a = z - 28 = CDA 
同 理 Z ABC = 人 BCD, 故 有 Z BAD + Z ABC = r, 即 BC // AD. 
所 以 ,ABCD 是 以 BC,4D 为 上 ,下 底 的 等 腰 梯形 . 


GË 四 边 形 ABCD IFE , ZA 和 ZX B 的 外 角 平分 线 相交 
FA K, ZBA Z C 的 外 角 平 分 线 相交 于 点 L, 人 LC 和 人 D 的 
外 角 平 分 线 相交 于 点 M, ZD 和 ZA 的 外 角 平 分 线 相交 于 点 


N. Wt AABK, A BCL, A CDM , A DAN 的 垂 心 分 别 是 Ki , 疡 ， 
Mi, Ni. 证 明 : 四 边 形 Ki LiM N, 是 平行 四 边 形 . 
(2004 年 俄罗斯 数学 奥林匹克 ) 


证 明 ”如 图 9, 将 ABCD Bf) Va DJ Bl L e fE 0. 由 于 内 角 平 
分 线 与 外 角 平 分 线 相互 垂直 , 所 以 OA | NK, OB | KL. 由 于 
AABK 的 高 AK 垂直 于 KB ,所 以 AK, // 0B. 同 理 BK, // 04, 从 而 
AOBK, 是 平行 四 边 形 .于 是 点 K, 可 以 由 点 4 SAK, = OB 831. 


因而 ,点 L 也 可 以 由 点 C 平 移 一 个 向 量 O3 得 到 .所 以 Ki 疡 = AG. | 
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同样 又 得 到 太太 = AC, KLM N, 是 平行 四 边 形 . 


ZO 四边 形 ABCD 既 可 外 切 于 图 ,又 可 内 接 于 圆 ,并 且 ABCD 
的 内 切 较 分 别 与 它 的 边 48, BC,CD,4D 相 切 于 点 K,L,M， 
和 .四 边 形 的 ZA R LB 的 外 角 的 平分 线 相交 于 点 K' ,人 B 和 


Z C 的 外 角 平 分 线 相交 于 点 L' ,人 C 和 ZD 的 外 角 平分 线 相 
交 于 点 M' ,人 D 和 人 4 的 外 角 平 分 线 相交 于 点 六 .证 明 : 直 线 
KK' ,LL' , MM' , NN 经 过 同一 个 点 . 

(2004 年 俄罗斯 数学 奥林匹克 ) 


证 明 WR ABCD 是 梯形 ,并 且 AB // CD. 此 时 直线 LL' 和 
NN' 55 AB 的 中 垂 线 有 公共 的 交点 ,并 且 点 天 ,K ,M 和 M' 都 在 该 
中 垂 线 上 .所 以 此 时 题 中 结论 成 立 . 

如 果 直 线 4B 与 CD 相交 于 点 ,而 直线 BC 和 4D 相交 于 点 严 ， 
如 图 100 所 示 , 那 么 点 K' AIM 位 于 和 CFD 的 平分 线 上 .假设 该 平 
分 线 分 别 与 AB 和 CD 相交 于 点 P 和 0Q. 

由 于 ABCD 可 内 接 于 圆 ,而 FP 是 人 CFD 的 平分 线 ,所 以 

LFAP = Z FCQ 
LPFA = Z CF0=Z FPA = 180 - Z CF0 - LFCQ = 
Z FQ0C—> Z EPQ = Z EQP 
即 Z AED 的 平分 线 是 等 腰 A EPQ 的 高 .由 于 点 L MN 都 在 这 条 
高 上 ,所 以 K'M' LLEN IB E: Z AED 的 平分 线 垂直 于 KM ,所 以 
KM // K'M' .直线 KL 垂直 于 Z ABC 的 平分 线 ,也 就 是 平行 于 人 BB 
的 外 角 平 分 线 , 因 此 K'L' // KL( 同 理 LM // LM). 于 是 ,人 KIM 
和 公 K'LM' 的 各 对 应 边 平行 ,从 而 它们 同位 相似 . 在 该 同位 相似 
之 下 ,点 K 变 为 K' ,点 M SM .又 由 于 平行 直线 变 为 平行 直线 ， 
故 KN 和 MN 分 别 变 为 K'N' AMN .这 就 表明 点 N 变 为 N' .从 而 
四 边 形 KLMN 与 K'UM'N' 同位 相似 .因此 ,直线 KK' ,1L' ,MM'， 
NN 都 经 过 位 似 中 心 , 即 经 过 同一 个 点 . 


GD 将 A ABC 的 外 接 圆 记 作 人. 点 PP 在 圆周 0 上 .将 人 4BC 
中 分 别 与 边 BC 和 C4 相 切 的 旁 切 贺 的 圆心 记 作 六 和 7s. 证 明 : 


ACP fü ABCP 的 外 心 连 线 的 中 点 就 是 0 的 圆心 . 
(2004 年 俄罗斯 数学 奥林匹克 ) 


证 明 RAR Le 的 中 点 为 W. 由 于 内 外 角 的 平分 线 相互 垂 
直 , 所 以 41 L Als. EEH AA 中 , 斜 边 Ils 的 中 点 M 到 各 硕 


点 的 距离 相等 ,所 以 MA = - le. FUE MB = Ñ hl. Ati MEN 


边 形 hlslB 的 外 接 开 的 加 心 .因此 ZALB = $ ZAMB. RINER 
到 


ZALB = 1(180 - LABC) - BAC = LACB 
所 以 人 AMB = 人 4CB, 于 是 点 4,B,C 和 ji 都 在 圆周 上 .由 于 


AM = MB, 所 以 点 M RMJ LIACR 的 中 点 . 

la, M 分 别 是 线段 CI, Cle, CM 的 中 点 ,如 图 101 所 
示 , 则 点 sle, M 分 别 是 点 04, 03,0 在 直线 jls 上 的 投影 (其 
H , 04, Og, O IÆ A CP , A IgCP , A ABC 的 外 心 ). 点 04,0s， 
0 都 在 线段 CP 的 中 垂 线 上 ,所 以 为 证 题 中 结论 ,只 须 证 明 M 是 
RBU, Ip 的 中 点 ,而 这 是 正确 的 ,因为 点 必 是 线段 1s 的 中 点 ,而 
点 1 1, M' 可 以 由 点 4,18,M 通 过 以 点 C 为 中 心 作 同位 相似 得 


到 ,位 似 系数 为 十 、 


GD R5 AABC 的 外 接 贺 内 切 并 与 边 4B,4C 相 切 的 圆 为 
Cai r, HA C, 的 半径 ,r 是 公 4BC 的 内 切 圆 半径 .类 似 地 定 


X mr 证 明 :re+m+r > 4r. 
(2002 ~ 2003 年 伊朗 数学 奥林匹克 ) 


证 明 tO, Os, 0. HAC, M C,, 圆 C. 的 圆心 . 记 M ,N 为 
点 0, fE AB, AC 上 的 投影 , 则 A ABC 的 内 心 1 为 MN 的 中 点 . 
设 X,Y 为 1 在 4B,4C 上 的 投影 ,有 


Al 
A 
w _ OM AM ”2 1 
r MX "AX A A 
Al: cos 3 1 
同 理 U Eet BE SD 5 
r B'r c 
basg 县 ,y = 了 .只 须 证 当 a + B+Y = 至 时 ,有 
1 1 


1 
cos a * cos? + co y > 
即 tanza + tan? £ + tan? y > 1 
由 柯 西 - 许 瓦尔 兹 (Cauchy - Schwartz) 不 等 式 ,有 
3(tam a + tan? B + tan? y) > (tan a + tan B + tan y)? 
故 只 须 证 tan a + tan ĝ + tan y > /3 


因为 tan x 在 [ 0, 和 到] 上 是 凸 函数 , 故 由 延至 生 不 等 式 得 
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tan a + tan Ü + tan y = 3tan — = 他 
因此 rtr + r > 4r 


ED BERAC, Z CE fa A D E3BAC 上 的 任 一 点 .两 
个 圆 与 直线 AB 分 别 相 切 于 点 4, 有 ,这 两 个 圆 相交 于 D,E 两 


点 .证 明 :人 B4C = Z DEC. 
(2003 年 国际 数学 奥林匹克 斯 洛 文 尼 亚 国家 队 选 拔 赛 试题 ) 


证 明 ”如 图 102, 用 G 表示 直线 4B, ED 的 交点 .由 圆 宕 定理 

有 

GA - CA = CD:CE 

GB - GB = GD - GE 
故 GA + GA = CGB: GB 
BD GA = GB, FÈ, G 是 AABC 的 外 接 圆 的 圆心 , 且 Z GAC = 
ZACG. HRIDMEM, H 

ZAEG = ZX GAC = ZACG 
因此 ,四 边 形 AGCE 是 圆 内 接 四 边 形 . 故 
LDEC = Z GEC = Z GAC = Z BAC 


Q 两 个 圆 圆 0,, 圆 0, 相交 于 P, 两 点 , 且 这 两 个 圆 离 点 
P 较 近 的 公 切 线 分 别 与 圆 0 相 切 于 点 4 SA 0, 相 切 于 点 
8B. 一 条 与 圆 0 相 切 于 点 P 的 直线 与 圆 0, 再 次 相交 于 点 C, 


同时 ,直线 AP , BC 相交 于 点 R. 证 明 : 公 PQR 的 外 接 圆 与 直线 
BP , BR 相 切 . 
(2003 年 国际 数学 奥林匹克 斯 洛 文 尼 亚 国家 队 选 拔 赛 试题 ) 


证 明 ”如 图 103, 因 为 
LBRP = LBCP + LCPR = LABP + LAPX = 
Z ABP + LXAP = LBPR 
所 以 ,BP = BR. 
如 图 104, 作 AD | 010,, BE | 010:, 垂 足 分 别 为 D,E, 作 
BO | AP % 0,0, + 0,58 0 18 A PQR 的 外 心 . 
设 人 Ph4B = a, ABP = 8B, 人 A01D = 人 BO2E = y, M] 
01, 圆 0, 半径 分 别 为 m ,ra(rl > n). AA 
LPBO = 90 - a - B, Z 0B0; = a 
r2* sin y 


BP = 2r; ° sin 8, BO = mGA 


| 
| 
f 
| 
| 
| 
| 
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所 以 ,命题 > OP | PBe ËD = cos 人 PBOes 


2sin + sin( y - a) _ 
REA = sin(a + f)e 


2sin B(sin Y * cos a — sin a * cos 7) = 
sin y(sin a ° cos £ + sin Ë ° cos ade 
sin y .sin(B — a) = 2sin a + sin ĝ + cos y 
H AP = 2r ` sin a,BP = 2r; * sin B,AP : BP = sin B : sin a 


ri: r2 = sin? f: sin a 
由 ri * sin£ P0,0; = r> * sinZ P020; 
有 rí: sin(y -2a) = r>: sin(7 + 28) 
sin? p+ sin( Y — 2a) = sin? a . sin( Y + 28) 
(1 - cos 28)(sin Y + cos 2a ~ cos y ° sin 2a) = 
(1 ~ cos 2a)(sin y + cos 28 + cos 7 ° sin 28) 
sin Y(cos 2a - cos 28) = cos y[sin 2a + sin 28 — sin 2(a + 
Ale 
sin y * 2sin(a + £) : sin(8 ~- a) = cos 7 * 4sin(a + B) ` 
sin a * sin Bessin 7 ° sin(8 — a) = 2sin a ° sin B * cos y 


ED š Ao E: A ABC 的 边 BC 的 中 点 ,4' 是 A ABC 的 内 切 图 
与 边 BC 的 切 点 .以 Ao 为 圆心 ,4o4' 为 半径 作 圆 wi. 同 理 定义 
Bo, B' 及 圆 w 和 Co, C' 及 圆 w3. 证 明 : 若 圆 wi 与 公 4BC 的 外 


接 贺 在 不 包含 4 的 弧 BC 处 相 内 切 , 则 另外 两 个 圆 中 的 一 个 也 
与 全 4BC 的 外 接 圆 在 相应 的 弧 段 处 相 内 切 . 
(2003 年 俄罗斯 数学 奥林匹克 ) 


证 明 ”如 图 105, 不 妨 设 AB > AC. 
因为 圆 w 与 圆 O 相 切 ,所 以 


R - ra, = d(d 为 图 心 距 ) © 
即 R- 4o4' = Oho 
x ZA0C = +ZB0C = ZA 
Hi a+*c-b a)_p. 
因此 DeoR- (4 -3)= R- cos Ae 
=Ë = RC - cos Ae» 


sin C — sin B = 1 — cos À 


Cpu CAB y A 
于 是 2cos 2 -sin — = 2si > 


图 105 
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从 而 sin €B = sing 
由 于 0 < = B. Zo < < 至, 可 得 
<C- XB _ LA 
2 - 3 
即 ZA+ Z B= ZC 
# ZC = 90. 
因此 ,在 另 一 条 直角 边 AC 上 ,只 须 证 
sin C — sin À = 1 — cos B 
这 显然 成 立 . 


G ABC 是 一 个 三 角形 .一 个 过 4,B WAZH AC, BC 于 
点 D,E.4B,DE 交 于 点 严 , BD, CF 交 于 点 及 .求证 :MF = MC 


的 充 要 条 件 是 MB- MD = MC?. 
(2003 年 美国 数学 奥林匹克 ) 


证 明 ”如 图 106, 因 为 4,B8,E,D 四 点 共 圆 ,所 以 ,和 CBD = 


ZEAD. 
X AC, BM, FE 交 于 点 D, 由 塞 瓦 定理 有 
FA.BE.CM _ | 
AB EC MF ` 
FA. BE _ 
因此 MF = MC 48 EC = le 


AE // CFSZFCA = LEAC = ZMBCOS 
AMHCD AMBCMB .MD = MC2 


G 两 圆 外 切 于 点 4, 且 内 切 于 另 一 贺信 于 点 B,C. 令 D 是 
小 圆 内 公 切 线 割 厂 的 弦 的 中 点 .证 明 : 当 B,C,D 不 共 线 时 ,A 


Æ ABCD 的 内 切 圆 圆心 . 
(2002 年 土耳其 数学 奥林匹克 ) 


证 明 ”以 4 为 反 演 中 心 ,r(r 为 任意 正 实数 ) 为 反 演 半径 作 
图 107 的 反 演 得 到 图 108. 其 中 圆 Pi , 圆 P 成 为 两 条 平行 的 ( 贺 
T* 的 ) 切线 TY Ti ,直线 MADN 反 演 后 成 为 一 条 平行 于 TY 的 
直线 ,D* ENT 外 . 

WUE 4 为 ABCD 的 内 切 圆 圆 心 ,只 须 证 4 到 BC, CD , BD 的 
距离 相等 , 且 4 ABCD 的 内 部 , 即 证 人 4B* C*',AAB D", 
AAC“ D* 的 外 接 圆 半径 相等 .由 正 豆 定理 可 知 ,只 须 证 明 

ZAB* C* = ZAD* C*,ZAC*B* = ZAD" B` 


图 107 


DIERZHANG YOUGUAN YUAN DE SHITI 


HARER, H 
2 
(AMAN) 4D = AM + AN 
1/AM* + AN*\? A 1 
则 a nT eT S aq= ras 
AM” - AN" \? 1 
m ra A AN”) = AD" 
+ _ 2AM* : AN" _ AM* + AN* 
故 AD = HM 4 = AT" 
所 以 AD" > AT* = AM* + AN" 
WAT* - D"T' = AM" AN V + AT'2 = M*T* NT = 
TCT 
AT” Tr 
故 TEF TD 
即 tan ZAB* C* = tan ZAD" C* 


WA} ZAB*C* < 9, ZAD" C" < 90P, 所 以 
ZAB*C* = ZAD” C* 
同 理 LAC*B" = ZAD" B* 


GD CM A ABC 为 锐角 三 角形 ,以 AB 为 直径 的 圆 K 分 别 交 
AC, BC FAP, Q. DAI AMO 作 山 天 的 两 条 切线 交 于 点 R， 


分 别 过 忠和 尸 作 圆 太 的 两 条 切线 交 于 点 $. 证 明 : 点 C 在 线段 
RS 上 . 


《2002 年 澳大利亚 国家 数学 竞赛 ) 


证 明 4E 109,0 M Æ AB 的 中 点 ,C 在 边 48 上 的 投影 为 
E,RS 与 4B 交 于 点 7. 
因为 RM | AQ,BC | 40, 所 以 ,RM // BC. 
同 理 , MS // AC. 
又 因为 RA ,SB 及 CE 均 垂直 于 4B ,所 以 ,Rh4 // SB // CE. 于 
是 有 
和 RM ACEB,ASBM V À CEA 


则 RA _ CE SB _ CE 
AM ` EB'BM ` EA 
故 RA ° EB = AM + CE,SB - EA = BM > CE 


XWH AM = BM ,所 以 
RA - EB = SB - EA 


所 以 AT RA EA 
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EB - AT = BT - EA 
EB(AT + BT) = BT(EA + EB) 
故 EB = BT(EA + EB) _ BT(AT - BT) 


AT+BT  AT+ BT 
BT(AT- BT) BT(AT+ BT) 247 BT 


EB+BT= ip, BT + AT+BT = AT+BT 
AT- BT 

RM AM 2 Art+Br _ AT 好 

CE” EB ” EB = 2B7 "EB + BT ° ET 


因此 ,点 E EB RT E. 
因为 AABC 为 锐角 三 角形 ,点 无 在 4,B 之 间 , 所 以 ,点 C 在 
R,S 之 间 , 即 点 C 在 线段 RS 上. 


GD CAN Oo SI] 0, 交 于 4A,B 两 点 ,过 点 8 作 直 线 交 圆 0 
FK, XN 0, 于 M , 作 平行 于 AM 的 直线 , 且 与 贺 0, 切 于 点 | 
0 ,联结 AQ, ZN 0, F R. 证 明 : 


(1) 过 RR 且 与 圆 0, 相 切 的 直线 平行 于 AK; 
(2) 分 别 过 Q , R 的 这 两 条 切线 与 KM 交 于 一 点 ， 
(2002 年 香港 数学 奥林匹克 ) 


证 明 (1) 如 图 110, 设 PR 为 过 R 且 与 加 0, 相 切 的 切线 , 联 
结 4B,MR, 则 
LARP = LMRP + LARM = LMAR + LABK = 
Z QA + LABK = LQBA + LABK = 
180 - Z KAO 
于 是 ,AK // PR. 
(2) 设 分 别 过 Q, R 的 两 条 切线 交 于 点 J. 因 为 
LBRP = Z BAR = LBQR - 人 4BQ = LBQR - 人 4QL = 
< BQR - 人 JOR = LBQJ 
所 以 ,8,J,R,Q 四 点 共 圆 . 从 而 
Z KBQ + Z QB] = 189P - Z KAQ +19 - LJRA = HP -18 = 18P 
H K,B,J ZARR. 


第 二 章 “有关 图 的 试题 
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GO 如 图 111, 设 圆 S, 和 圆 5 相交 于 A, B 两 点 ,经 过 4 的 直 
线 交 圆 51 于 C, 交 图 5, 于 DD, 点 W,N,K 分 别 在 线段 CD,BC， 
BD L, BMN // BD, MK // BC. 分 别 过 NN,K 作 BC,BD 的 垂 


线 ,分 别 交 圆 5,, 圆 5, 于 已, 下 , 且 尼 ,4 在 直线 BC 的 异 侧 , F, 
A 在 直线 BD WRM. 证明: 和 EMF = 90. 
(第 43 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ) 
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证 明 ” 先 证 明 一 个 引 理 :已 知 PQR = LPR, Ti, 
Ts 是 Qi, Q, 分 别 在 PiR1, PoR 上 的 投影 . 如 图 112,113. 若 
PT _ PT 
TR, = PR’ 

引 理 的 证 明 : 事 实 上 , 设 Q, 是 AP QR 的 外 接 贺 上 一 点 ， 
且 与 0 均 在 PoR N, WE A P'RA APR, T's 是 Q"; 
在 P,R, 上 的 投影 , 则 


则 人 PiQ1R10 A PQR. 


故 Ps = T,,Q = Qr 


下 面 回 到 原 题 . 

由 于 MN // DB, MK // BC, 所 以 
BN _ DM _ DK 
NC © MC 7 KB 


设 FK ZM S, 于 QW 
LBQD = LBAD = 人 BEC 
由 引 理 知 人 BEC 人 DOB. 于 是 ,人 EBC = 人 QDB = 人 QFB， 
故 RtABNE o RIA FKB. 
H + MNB = Z MKB ,所 以 
Z ENM = ZMKF 
MN _ BK _ EN _ EN 


#k AENM o A MKF, R # Z NME = ZX KFM. 
因为 对 应 边 MN | KP, 所 以 ,EM | FM. 


QD 已 知 锐角 A ABC 的 内 切 圆 圆 与 边 BC 切 于 点 K,AD 是 
A ABC 的 高 ,WH 是 4D 的 中 点 .如 果 N E: B] 1 t5 KM 的 交点 ,证 


明 : 圆 /与 人 BCN 的 外 接 圆 相 切 于 点 N. 
(第 43 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ) 


证 明 4 AB = 4C 时 ,显然 ,这 两 个 圆 的 圆心 距 等 于 这 两 个 


有 


图 113 


i 
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圆 的 半径 之 差 . 
不 妨 假设 AB < 4C. 如 图 114 所 示 , 设 BC PERZ NK 于 
点 P, 交 BC 于 点 4'. 设 公 BCN 的 外 心 为 8, 设 A ABC 的 三 边 长 分 


别 为 a,b,c,p = La + b + c), WJ 
BK =p-b,KC=p-c¢ 
于 是 BK: KC = (p - b)(p - c) 
又 因为 BD = c» oos B = (o + a2- b?) 
KA' = BA' - BK = + (b - c) 


DK = BK - BD = Leo- ep- a) 
设 和 人 MKD = gp, 则 
u 
ung a MD zD z Sasse 
an P = pK = G - c)(p - a) ` (b - e)(p = a) 
i r H A ABC 的 内 切 圆 半径 , 则 
NK = 2r sin g, KP = KA' + sec o 


+ , _ Same _ Samce 
FINK > KP = 2r ange KU = DOE = tp = 


(p - b)(p - c) = BK : KC 
因此 ,P fE A BCN 的 外 接 加 上 . 
因为 IKW SP, 则 PNS = 人 NPS = 人 NKI = 人 PNI. 所 以 ， 
N,1,S 三 点 共 线 . | 
因此 , 圆 1 与 A BCN 的 外 接 圆 相 切 于 点 N. 


OD 如 图 115, 已 知 圆 S, SA S, 交 于 P, Q FA, A,B 为 圆 
S51 上 不 同 于 P,Q 的 两 个 点 ,直线 41P, BiP 分 别 交 图 S, 于 


Ar, B1, ER A, Bi 和 AB XFA C. 证 明 : 当 点 4, 和 点 B, 变 
化 时 ,全 4142C 的 外 心 总 在 一 个 定 圆周 上 . 
(第 43 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ) 


证 明 ”因为 
ŻA,CA + ZA QA; = LACA + ZA.QP + 
ZPQA, = Z B, CBx + 
ZCB,B, + Z CBB, = 180 
W A, C, A2, Q 四 点 共 圆 . 设 0 是 公 4142C 的 外 心 ,01,0, 分 别 为 
BLS, 和 圆 S; 的 圆心 , 则 
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L0010 = L41010 = 18 - LA1PQ 
同 理 L000 = 180 - AAsPQ 
所 以 Z 00,Q + L000 = 180 
Bit, AA AC 的 外 心 总 在 一 个 过 0,0: 和 Q 的 定 圆 上 . 


OD 如 图 116, 设 B 是 贺 S, 上 的 点 ,过 BERS 的 切线 ,4 为 
该 切线 上 异 于 B8 的 点 ,又 C 不 是 圆 $, 上 的 点 , 且 线 段 AC 2 Bl) 
Sı 于 两 个 不 同 的 点 . 圆 5S, 与 4C 相 切 于 点 C, 与 圆 $1 相 切 于 点 


D,E D 1; B fE BR AC 的 两 侧 .证 明 :全 BCD 的 外 心 在 全 4BC 
的 外 接 圆 上 . 
(第 43 届 国 际 数 学 奥林匹克 预选 题 ) 


证 法 1 tE, FAE BD, CD HPA, KIE ABCD Wiki, 
TDT RNS, 与 5; 的 内 公 切 线 , 则 EK 是 BD 的 中 垂 线 , 且 平分 BA 
与 DT 所 构成 的 角 . 于 是 ,点 K 到 BA, DT 的 距离 相等 . 

同 理 , FK 是 CD 的 中 垂 线 , 且 点 天 到 4C,DT 的 距离 相等 .于 
是 ,点 类 是 B4,4C,D7 均 相 切 的 圆 的 圆心 .所 以 ,4K 1ë Z BAC 的 
角 平 分 线 . | 

又 因为 大 也 在 BC 的 中 垂 线 上 , 则 这 条 中 垂 线 与 人 BAC 的 角 
平分 线 的 交点 在 A ABC 的 外 接 贺 上 . 


证 法 2 I ZTDB = ZABD,ZTDC = 人 DC4, 则 
Z BDC = 180 - Z TDB + Z T'DC = 180 - LABD + Z DCA = 
180P - (ABC - Z DBC) + (Z DCB - LACB) = 
180° - Z ABC - LACB + 人 DBC + LDCB = 
BAC + 180 - Z BDC 
于 是 2 人 BDC = 180p + Z BAC 
故人 BKC = LBKD + LDKC = 2( X EKD + Z DKF) = 2LEKF | 
2(180P - LBDC) = 180 - Z BAC 
因此 ,K 在 A ABC 的 外 接 圆 上 . 


OD 如 图 117, 设 人 ABC 内 存在 一 点 ,使 得 人 AFB = 人 BFC = 
Z CFA, HË BF, CF 分 别 交 4C,AB 于 D,E. 证 明 :AB + AC > 
4DE. 


(第 43 届 国 际 数 学 奥林匹克 预选 题 ) 


证 法 1 先 证 明 一 个 引 理 :已 知 ADEF, A P,Q 分 别 在 直线 
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FD, FE 上 ,使 得 PF > ADF,QF > )EF,) > 0.# Z PFQ0 > %, 
则 PQ > 4DE. 
引 理 的 证 明 : 设 X PFQ = 0. 因 0 > 9pP, 则 cosg<0. 所 以 | 
PQ? = PF? + QF? - 2PF +: QF - cos 0 > 
(ADF)? + (AEF) - 22DF - AEF - cos 0 = (ADE)° 
从 而 , PO > ADE. 
下 面 回 到 原 题 . 
WX ZAFE = 人 BFE = Z CFD = Z AFD = 6 , 设 BF,CF 
分 别 交 公 CFA, 公 4FB HIHI F P, Q, A CPA #l A ABQ 均 为 
正三 角形 .由 引 理 , 令 A = 4,0 = 120, 设 P, 为 正在 直线 4C 上 的 
投影 ,4C PERZ A CFA 的 外 接 国 于 P 和 P,,M 为 4C 的 中 点 ， 
则 
PD _ PM _ PM 
DF = FP, > MP, 7 
所 以 ,PF > 4DF. 同 理 , OF > 4EF. 
因为 <DFE = 120P, 由 引 理 可 得 PQ > 4DE. 故 
AB + AC = AQ + AP > PQ > 4DE 


3 


证 法 2 WAF = x,BF = y,CF = z. 由 Saxcr = Sar + 
Sacor, 得 


同 理 EF = = 
于 是 ,只 要 证 明 
Va tayta rara 


AE | (2), SE 
因为 


所 以 ,只 要 证 m +ay+ y +Vat +a + 2 > 


(z +y) + (x +z)! + (x + y)(x + z) 


平方 化 简 后 得 

2V (x? + xy + y(x? + xz + Z) > Z +2(y + z)x + yz 
再 平方 化 简 后 得 3( Q - yz > 0 
即 原 不 等 式 成 立 . 


DIERZHANG YOUGUAN YUAN DE SHITI 


O 已 知 两 贺 相 交 于 X,Y. 证明: 存在 四 个 点 满足 :对 于 每 一 
个 与 两 个 给 定 的 圆 分 别 相 切 于 A,B 的 圆 交 直 线 XY 于 C,D, 


则 4C,4D, BC,BD 经 过 这 四 个 点 之 一 . 
(第 41 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ) 


证 明 ” 设 2 是 一 个 与 给 定 两 圆 相 切 于 4 ,8 的 圆 ,因为 与 直 
线 XY 相交 , 则 与 两 给 定 的 圆 要 么 都 外 切 ,要 么 都 内 切 . 内 切 时 也 
有 两 种 情况 ,不妨 只 对 其 中 的 一 种 情况 给 予 证明 . 

如 图 118, 设 CA ZË AXY T P, CB 交 圆 BXY + Q , WJ 

CA > CP = CX : CY = CB + CQ 

所 以 ,4,B,P,0 四 点 共 圆 ,于 是 ,和 CAB = ZCQP. 

过 C 作 圆 0 的 切线 CR,R 与 8 在 直线 XY 的 同 侧 , 则 人 BCR = 
ZCAB = 人 COP. 所 以 ,CR // PQ. 

考虑 分 别 以 4 和 8B 为 位 似 中 心 的 两 个 位 似 变换 ,将 圆 2 变 为 
两 个 给 定 的 圆 ,以 4 为 位 似 中 心 的 位 似 变换 将 直线 CR 变 为 贺 AXY 
在 点 P 的 切线 ;以 B 为 位 似 中 心 的 位 似 变换 将 直线 CR 变 为 圆 
BXY 在 点 Q 的 切线 , 且 这 两 条 切线 均 平行 于 CR. 因 此 ,这 两 条 切线 
与 直线 PQ 重合 , 即 这 两 个 圆 的 公 切 线 .所 以 , C4,CB 分 别 过 点 P， 
Q. 

综 上 所 述 ,两 个 给 定 圆 的 两 条 外 公 切 线 与 这 两 个 圆 的 四 个 切 
点 即 为 满足 条 件 的 四 个 点 ， 


OD 设 0, 分 别 为 锐角 公 4BC 的 外 心 和 垂 心 .证 明 :在 BC, 
C4,AB 上 分 别 存在 点 D,E,F, 使 得 OD + DH = OE + EH = 


OF + FH, 且 直线 AD, BE, CF 共 点 . 
(第 41 局 国际 数学 奥林匹克 预选 题 ) 


证 明 U; 4 的 延长 线 交 公 ABC 的 外 接 圆 于 工 , 交 BC TK, 
连 OL 22 BC + D,j£ HD. 由 于 HK = KL,W HD = LD. 如 图 119 所 
示 , 于 是 

OD + DH = OD + DL = OL = R 
其 中 ,RR 为 A ABC 外 接 圆 半径 . 
类 似 地 ,可 以 在 CA MAB 上 得 到 点 E 和 下 ,使 得 
OE + EH = R = OF + FH 
联结 OB, OC 和 BL, 则 
LOBC = 9p - ZA,ZCBL = Z CAL = WF - ZC 
所 以 LOBL = W - ZA +% -ZC = LB 
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Ë 


由 于 OB = 0L, 则 人 OLB = 人 B. 于 是 
LBOL = 18 - 2⁄ B 
LCOD = LBOC - LBOD = 2ZA - (180p -2/8B) = 


180 -24C 
BEREM, A 
BD 0D cD _ 0D 
sin Z BOD = sin Z 0BD ' sin Z COD ` sin Z 0CD 
于 是 BD _ sin(18¥ -28) _ sin2B 
CD ` sin(l80 — 2C) ”sin 2C 
CE _ sin2C AF _ sin24 
同 理 EA ™ sin24A’FB = sin2B 
y BD , CE AF _ 
所 以 DC ` FA ` FB ` 


由 塞 瓦 (Ceva) 定理 的 逆 定 理 知 AD, BE, CF 三 线 交 于 一 点 . 


(GB 设 4142…4, 是 一 个 凸 mn 边 形 ,mn > 4. 证 明 :4142…4, 是 
圆 内 接 n 边 形 的 充 要 条 件 是 对 于 每 个 顶点 4;, 我 们 可 以 构造 


一 个 实数 对 (b,0)(j = 1,2,…,n), 对 于 所 有 ijl < i < 
j < n, #f AA; = bci- br. 
《第 41 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ) 


证 明 EARBA bj, cj) 满足 待 证 式 ,要 证 明 4142…A, 是 
圆 内 接 n 边 形 , 只 要 证 明 对 任意 j= 4,5,…,n, 点 Ai, A2, A3, Aj È 
圆 内 接 四 边 形 , 且 设 它 们 是 凸 四 边 形 414，434; 相 邻 的 顶点 .由 托 
勒 密 (Ptolemy) 定理 的 逆 定理 ,只 须 证 明 

AA * As; + A243 * AA; = 4143 * hh 
直接 验证 ,对 于 j= 4,5,…,n, 有 
(bcl - bic2a) (bes - b3c) + (bsc> - bzc3)( bei — bc) = 
(byseí - bica)( bez - be) 

所 以 ,4142…4。 是 图 内 接 n 边 形 . 

反之 , 设 4142…4。 是 圆 内 接 n 边 形 . 设 bi =- AA bj = 


hahjsj = 2,3,77, ncj = Ai RIRE bjo 满足 待 证 式 . 


如 果 3 < i <j<n, 且 A,A, A, A; 是 圆 内 接 四 边 形 相 邻 的 
顶点 ,由 托 勒 密 定理 ,有 
AA ° AA; = AiAi 424 - A24; * A.A; 


AA; A,A; 
因此 44j = AA; DA = AA; FTF = bzi — bcj 


A 
如 果 i = 1.2 <j =< nm, 则 


第 二 章 ”有关 圆 的 试题 
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A A 
AA; = A.A; = bj +0- (- A142) TA = bei - bic; 
同 理 ,i = 2,3 < j < n,# 

AA; = AzA; = 万 :1-0.6= bes bc 
综 上 所 述 , 结 论 成 立 . 


OD š B,A 作 锐角 A ABC 外 接 圆 的 两 条 切线 , 且 与 过 点 C 
的 切线 分 别 交 于 7T,U,47 交 BC 于 P,O 是 4P 的 中 点 ,BU 交 


AC 于 R,S 是 BR 的 中 点 . 如 图 120 所 示 , 证 明 :人 4BQ = 
LBAS, # R1 Z ABQ 取 最 大 值 时 ,全 4BC 三 边 边 长 之 比 . 
(第 41 届 国际 数学 奥林匹克 预选 题 ) 


证 明 设 a = BC,b = CA,c = AB. 因 为 人 ABT = 18 -~ 
LC,LACT = 180 - ZB, 有 BT = CT, 则 


Ñ AB + BT ,sin(l8p - C) 


BP _ Sag _ _ € sin Ç c 
= = 9 T 
PC Sar LAC. CT. sinago- g) UME v 
2 
5 _ ac 
所 以 BP = Fa 
过 P,Q 分 别 向 4B EER PM, ON, EESHA M,N. WJ 
cot LABO = ÓN 
因为 QN = +PM = BP - sin B 
BN = (BA + BM) = $(e + BP - cos B) 
所 以 
C + BP- cos B _ e T 
cot ABQ = “BP-n B =° B + BPa B 7 
Bte (ete) + +, 2 
cot B + el B ab + sin C = 
a? + b? +3e 
2ab + sin C 
b? + a? 3e? 
同 理 可 得 cot LBAS = Tb -sik C 
故人 4BQO = Z BAS. 


由 余弦 定理 及 sin C > 0, 有 
a? + b? +3? _ a? + b? y 3(a2 + b? — 2ab ° cos C) 
cot LABO = op sin C = = 


2ab ` sin C 
Aa? + b°) 4 
ab r a G CS GE 
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等 号 当 且 仅 当 a。= 6 时 成 立 . | 
设 | 


则 3cos C+y'sinC=4 


有 c-0) = 一 4 
cos( ) Fa 


定义 的 , 且 O < 0 < 90. 


3 
Vr+9 


sl,y > 1. 


这 里 0 是 由 cos 0 = 
因此 ,一 4 一 
Vy +9 
于 是 ,cot Z ABQ >, ZABO < meian 如 .等 号 仅 当 C= 
0 = arccos + 时 成 立 ， 


Fai 


故 ZABO 的 最 大 值 为 arctan 了 .此 时 


2 


2 
a 
a= b,2 = a+a -2a scos C = 2 


于 是 ,a :6b:c = 2:72: 1. 


OD 设 ABCD 是 凸 四 边 形 , 且 AB 不 平行 于 CD. 若 下 是 四 边 形 
ABCD 内 一 点 , 并 满足 人 ADX = 人 BCX < 9P,ZDAX = 


Z CBX < 90, Ë 48,CD 的 中 垂 线 的 交点 为 Y, WEH: 
ZAYB =2LADX. 
(第 41 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ) 


证 明 i Z E A ADX 和 公 BCX 的 外 接 圆 的 第 二 个 交点 ,两 
外 接 圆 分 别 记 为 P... 圆心 分 别 为 0;,0;. 设 WW 是 公 4BZ 和 
A CDZ 的 外 接 圆 的 第 二 个 交点 ,分别 记 为 本 ,4, 圆 心 分 别 为 03， 
04. 下 面 先 证 明 点 W 与 点 了 重合 . 

HAR AB, DC 的 延长 线 交 于 点 J, 若 下 比 Z 更 靠近 直线 4B ， 
如 图 121 所 示 , 则 Z 与 CD fE AB 的 同 侧 . 设 XC' 和 XD' 分 别 是 Tj 
MT 的 直径 , 则 点 C' ,Z ,D' 三 点 共 线 .又 因为 人 DAX 和 人 CBX | 一 
均 为 锐角 ,所 以 点 C,D 与 X 在 直线 C'D' 的 两 侧 , 从 而 线段 CD' 上 
的 一 点 Z 在 区 域 4JD 内 . 

对 于 X,Z 哪 一 个 更 靠近 4B, 分 别 有 

LBZX = LBCX, ZAZX = LADX © 


LBZX + Z BCX = 180 = ZAZX + ZADX © 
但 无 论 哪 种 情况 , 均 有 人 BZX = ZAZX, WAR ZX 平分 


第 二 章 ” 有 关 圆 的 试题 
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< AZB. 
同 理 , 直 线 ZX 也 平分 Z CZD. 
因此 ,直线 XZ ZEN 和 图 T 分 别 于 AB, CD 弧 的 中 点 , 且 


在 区 域 4JD 的 外 部 ,分 别 设 为 P,Q. 要 证 明 WAY EA, REER 
WA = WB,WC = WD, 这 等 价 于 证 明 WP A W RIEA, MA 
也 的 直径 , 即 证 明 WZ | XZ. 因 为 XZ | 0102,WZ | 0304, 所 以 
只 要 证 明 0,0, L 0304. 

HF AZ L 0103,XZ L 0,0,,W| Z0,0,0, 5 ZAZX 要 么 
相等 ,要 么 互补 ， 

WE, 20,020; 与 人 BZX 有 同样 的 结论 . 

因为 人 4ZX = 人 BZX, 则 人 O020103 与 和 010,03 要 么 相等 ， 
RAE. 

又 由 于 4,B 是 不 同 的 点 , 则 A0 0:0; 是 一 个 非 退 化 的 三 角 
形 ,因此 ,有 Z0,0,0, = 人 010203. 所 以 ,0103 = 0203. 

同 理 ,0104 = 0204. 

故 O,0, L 0304. 于 是 ,W = Y. 

由 于 P,Q 在 区 域 4JD 外 部 ,Z 在 区 域 4JD 内 部 , PW, QW 分 别 
垂直 于 JA,JD, 所 以 ,W 也 在 区 域 4JD 内 部 . 另 一 方面 ,点 Z fü W 
在 48 同 侧 , 也 在 CD 同 侧 ,由 O, RI r, A r, A p. 中 内 接 
角 的 性 质 ,有 

LAWB = LAZB = LAZX + Z BZX = 
Z ADX + Z BCX = 2Z ADX 
或 LAWB = ZAZB = 360 - (Z AZX + Z BZX) = 
Z ADX + ZX BCX = 2Z ADX 
由 于 W = 了 , 故 结论 成 立 . 


G9 i 0, 分 别 为 锐角 A ABC 的 外 心 和 重心 . 证 明 : 
全 40H, 公 BOH, 人 COH 中 有 一 个 的 面积 等 于 另外 两 个 面积 
之 和 . 


(2004 年 亚太 地 区 数学 奥林匹克 ) 


证 明 ”以 O 为 原点 建立 直角 坐标 系 ,不 妨 设 A ABC 的 外 接 

圆 半径 为 1, 如 图 122 各 顶点 坐标 分 别 为 4(cos a ,sin a), B(cos B, 

sin y), C(cos y,sin y), MJ 万 的 坐标 为 (cos a + cos B + cos Y ,sin 
a + sin B + sin 7). 因 此 ,我 人 有 

cos a sin a 1 

Sason =+ Cos a + cos Ü + cos y sina +sin f +sin y 1 


0 0 1 
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的 绝对 值 , 即 有 人 

Sam = Ü | eos a(sin a + sin £ + sin y) — sin a(eo a +c% £ + e 7) | 
同 理 可 得 

Sam = 2 | cos Blsin a + sin 8 + sin y) — sin Blcos a + cos £ + eos y) | 

Saam = - lo Ysin a +sin B +sin y) —sin (os a +o 8 + oo y) | 


去 绝对 值 后 ,我 们 总 可 以 选取 恰当 的 + 号 ,使 得 


t Sason + Sagon 土 SAcOH = 
Heos a(sin a + sin Ü + sin y) — sin a(cos a + cos f + cos y)] + 
Ñ [cos (sin a + sin Ë + sin y) -sinB(eos a + cos B+ cos 7)] + 


— [eos y(sin a + sin Ü + sin y) — sin y(cos a + cos 8 + eos 7)] = 0 


这 表明 AAOH, ABOH, ACOH 中 有 一 个 面积 等 于 另 两 个 面积 之 
A. 


C 在 凸 四 边 形 ABCD 中 ,两 对 角 线 AC 与 BD 互相 垂直 ,两 对 
边 AB 与 DC 不 平行 ,点 为 线段 4B 及 CD 的 垂直 平分 线 的 交 


点 ,县 已 在 四 边 形 4BCD 的 内 部 .证 明 :4BCD 为 图 内 接 四 边 形 
的 充分 必要 条 件 是 A ABP 与 A CDP 的 面积 相等 . 
(第 39 局 国际 数学 奥林匹克 ) 


证 明 D 4B 不 平行 CD, 令 EE 是 4B 和 CD 的 交点 ,如 图 123 
所 示 , 因 PP 是 4B 及 CD 的 垂直 平分 线 的 交点 . 设 AB, CD 的 中 点 分 
别 为 M,N,AC 与 BD 交 于 Q, 所 以 PM | 4B,PN | PC. 故 由 
Saane = Sapen A 


J4B .MP = lLcp. 
24B MP = x CD > PN 


又 由 RtA408 及 RtA CQD 知 
ER 


LAB = MQ = AM = BM,5CD = QN = DN = CN 


所 以 MQ .MP = QN .PN 
即 
MQ _ PN 
QN = PM ° 


X PM | AB,PN | CD, 知 
Z MPN = I8? - ZE = Z BDE + Z DBE = 
Z QDC + (Z AQB + X BAQ) = 
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Z QDC +9% + Z BAQ = 
Z DQN + 9 + Z AQM = Z MQN @ 
H O,@ #I A MPN o 入 MON. 从 而 
MP _ PN _ MN 


有 MP = QN,PN = MQ, 得 MP = QN = NC,PN = MQ = 
MB, RtA BMP 2 RIA PNC. FVA, PB = PC. 

由 题 设 PEAB, CD 中 垂 线 的 交点 知 PB = PA,PC = PD. 

故 PA = PB = PC = PD. 所 以 ,4,B,C,D 四 点 共 圆 . 


D AEA > 1, 设 点 已 是 和信 4BC 外 接 图 的 弧 BAC 上 的 一 个 
动 点 ,在 射线 BP 和 CP 上 分 别 取 点 U 和 V, 使 得 BU = ABA, 
CV = 4C4 ,在 射线 UV ERA Q ,使 得 UQ = AUV. RA Q 的 轨 
迹 


(第 38 届 国际 数学 奥 订 匹克 中 国 国家 队 选 拔 赛 试题 ) 


证 明 ”如 图 124, 联 结 40U,4V,40. 在 BC 延长 线 上 取 点 DD， 
使 BD = XB8C. 联 结 AD, QD. HA» 
CV = ACA, BU = ABA, LACV = LABU 


所 以 AAVC Ww A AUB 
y AU _ AB a 
所 以 Ay = 4C,LMC = ZUAB 
所 以 LUAV = Z BAC 
所 以 AAUV A ABC 
， UV _ AU a 
所 以 BC = 4p'ZAUV = ZABC 
又 因为 
UQ = AUV, BD = MBC 
5 UQ _ UV _ AU 
所 以 D 7 BC ` AB 
所 以 AAUQ ° AABD 
所 以 AAVQ AACD 
所 以 AAQD A AVC 
y QD _ AD 
Fm Ve 7 AC 
， VC AD 
所 以 QD = € = MD 


这 表明 点 Q 位 于 以 点 D 为 圆心 ,以 MD 为 半径 的 圆 上 . 
MA 运动 到 点 B8 和 点 C 时 , 制 线 BP 和 CP 分 别 变 为 过 点 召 
和 C 的 切线 .这 时 所 分 别 得 到 的 点 Q' 和 Q' 即 为 轨迹 弧 的 端点 . 


图 124 
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定 圆 上 两 定点 4,8 及 动 点 C 构成 的 A ABC 是 锐角 三 角 
形 ,4B 的 中 点 MM 在 边 4C, BC 上 的 投影 分 别 为 点 E, FF. 证 明 : 


EF 的 中 垂 线 经 过 一 定点 . 
(2002 年 保加利亚 国家 数学 奥林匹克 (地 区 级 )) 


证 明 ”如 图 125, 设 K, 工 分别 是 4M, BM 的 中 点 ,D E: AB 中 
垂 线 上 一 点 , H C,D 在 直线 AB 的 异 侧 ,人 DKL = 人 4CB. 若 
Z BAC = 人 4BC ,结论 显然 成 立 . 

不 妨 假设 人 B4C > 人 4BC ,于 是 

ZDLF = LDLK + ZKLF = ZACB + 2Z ABC 
Z DKE = 36 - Z DKL - Z LKE = 
360 - LACB - 2Z BAC = 
LACB + 2 人 4BC = LDLF 


又 DL = DK,LF = KE = 4B 


FLA, A DLF  ADKE.ġ DF = DE, 即 点 DD 在 EF 的 中 垂 线 上 .| 
注 “利用 对 称 性 知 所 求 定点 在 AB 6 psk k. | 


O 设 48 是 贺 0 的 直径 ,过 点 4,B 的 切线 分 别 为 1,,l.C 是 
圆周 上 任意 一 点 , BC 1, FTK, Z CAK 的 平分 线 交 CK 于 用. 设 


M EICAR 的 中 点 ,HM SINO 交 于 点 5, 过 点 M HORS l 
交 于 点 7. 证 明 :S,7T,K 三 点 共 线 . 
(第 19 届 伊朗 数学 奥林匹克 (第 2 轮 )) 


证 明 ”如 图 126, 设 AH 交 圆 0 于 点 R, 则 和 人 ARB = 9, B BR 
为 和 <CBA 的 平分 线 ,所 以 人 HAB 是 等 腰 三 角形 , 且 HB = AB. 


又 因为 M EICAR 的 中 点 ,所 以 MT // BC. 由 于 AH 平分 
£ CAK, W 


HK _ AK _ KB „g - KB- HC 
BC AG ARIY = AR 
因为 HS - HM = HC - HB 
HC > HB 
lij g e 
则 HS = Hm 


由 Saar = Sager = Saren IE 
AB - BT = HM KB : sin Z MHB 


因为 ZMnB="— 1 (MB - SC) = + HAS 


第 二 章 ” 有 关 贺 的 试题 
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s š _ SM 
所 以 sin LMHB = 3p 

SM 
从 而 AB* BT = HM - KB 48 


MT BT KB .EM _ KB HM 
M = SM 7 AB ` AB "AB ` HB 


x HK _ KB , HM 
HS AB HB 
s MT _ HK 
所 以 SM ` HS 


由 人 SMT = 人 SHK, 8 ASMT o ASHK, # 人 TSM = 
LAKSH. 从 而 ,S,7,K 三 点 共 线 . 


i M , N F B|: A ABC 的 边 4C, BC 上 的 点 ,天 是 线段 MN 
的 中 点 ,AC4N 和 À BCM 的 外 接 圆 的 第 二 个 交点 为 D. 证 明 : 


CD 经 过 A ABC 的 外 心 的 充 要 条 件 是 4B 的 中 垂 线 经 过 点 K. 
(第 43 届 国 际 数 学 奥林匹克 希腊 选拔 赛 试 题 ) 


证 明 Wk O E: A ABC 的 外 心 ,CO 交 4B FA C, CD XAB 
于 点 P. 在 图 127 中 
AG, _ sin (1 _ sin AOC _ sin 2B 
BC, ` sin Z2 sin LBOC ` sin 24 
则 CD 过 点 0 等 价 于 P = C1, 即 


AP _ sin 2B 
BP ` sin 2AÀ 


如 图 128, 设 Mi, Ki, Ni 分 别 是 M,K,N fE AB 上 的 投影 . AB 


的 中 垂 线 过 点 K 等 价 于 4M = BN1, 即 


AM _ cos B 
BN ` cos 4 
因为 Z MAD = LBND, Z AMD = NBD 


MJ AAMD vw À NBD. IK 


AM _ MD _ sin XK ACD 
N ` BD ` sin Z BCD 


. CP 
从 而 ap _ sin ZACP' in A _ AM-sin B _ 
BP = BP. CP. BN - sin À 一 

kz sin B 


cos B 'sin B _ sin 2B 
cos À + sin A ` sin 2À 


故 结论 成 立 . 


图 127 
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D 如 图 129, 已 知 两 个 半径 不 等 的 圆 相交 于 4,B 两 点 , 公 切 
线 5T, MN 与 两 个 圆 的 切 点 分 别 为 S,7 和 M,N. WEH: 
A AMN,A AST, A BMN , ABST 的 甜心 是 一 个 矩形 的 四 个 顶 
A. 


(第 19 届 巴尔 干 地 区 数学 奥林匹克 ) 


WEA it AAMN, AAST, A BMN, ABST HELINA H, Eus 
H,,H3, H4, 由 对 称 性 知 四 边 形 H1H2H3H4 EREHE, 其 中 
H.H, // AB // HsH3, 所 以 只 须 证 H1B 上 AB. 

设 P,Q 分 别 为 4H1,48B 与 MN 的 交点 , 则 Q 29 MN 的 中 点 . 设 
AH, 与 A AMN 的 外 接 贺 交 于 思 , 则 | 
HiP = PD,PM - PN = PD - PA = PH, PA 

于 是 AH, AP = (AP - H,P)AP = AP? - PM + PN = 
AQ? - PQ? - (MQ - PQ)(NQ + PQ) = 
AQ? - PQ? - MQ? + PQ? = AQ? - AQ > BQ = 
40(40 - BQ) = AQ > AB 
F,H, P,Q, B 四 点 共 圆 . 
又 因为 4P | MN, 所 以 ,HI1B | AB. 


W 已 知 : 的 直径 为 48, C 为 08 上 一 点 ,过 点 C 且 垂 
Ë F AB 的 直线 交 半 圆 贺 0 于 点 D, 圆 P 与 半圆 圆 O 内 切 于 点 


F,5 CD 切 于 点 EE, 与 CB 切 于 点 6. 证 明 : 公 4DG 为 等 腰 三 角 
É. 


(2003 年 意大利 数学 竞赛 ) 


证 明 ”如 图 130, 因 为 ,P,0 三 点 共 线 , 且 PE // 4B, 所 以 ， 


D 
LEPF = /AOF. I 入 
因为 人 PEF 和 公 OAF 均 为 等 腰 三 角形 ,所 以 ,PFE = Z 0FA. Q 
Am, F, E, A 三 点 共 线 . 2 
由 射影 定理 可 得 图 130 
AD? = AC * AB 
由 切割 线 定理 有 AG? = AE + AF 
又 因为 AAEC wp AABF ,所 以 
AC - AB = AE - AF 
从 而 ,4D = 46, 即 AADG 为 等 腰 三 角形 . 
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已 知 平面 上 三 定点 4,B8,C, 设 动 点 DD 满足 4,8,C,D 共 
圆 .4,718,1c,1p 分 别 是 点 4,8,C,D 关于 人 BCD, 人 4CD， 


全 4BD, 公 ABC 的 西 姆 松 线 . 当 点 也 移动 时 , 求 直线 14, I, Ic» 
do 的 交点 轨迹 . 
(2002 年 中 国 台湾 地 区 数学 奥林匹克 ) 


证 明 ”如 图 131, 设 点 0, 有 分 别 是 公 4BC 的 外 心 和 垂 心 . 若 
4h',C' 分 别 是 BC,4B 的 中 点 , 则 AH // 04',CH // OC',AC // 
Ah'C'. 故 人 4HC 和 40C' ,有 4 = 24'0. 记 44' 55 0H 交 于 点 
C, W AAGO AAG'H. LL, AG = 24'C' ,GC'H =200'. 故 G6 
E AABC 的 重心 . 


通过 点 D 和 公 ABC 的 重心 有. 为 了 方便 起 见 ,对 每 一 点 PPR 
表 向 量 0, 易 知人 BCD 的 重心 G4 满足 苞 = Ë +C + D y B, 
J: ABCD 的 垂 心 ,根据 前 面 所 述 ,有 | GH, 1 = 21 OG, 1, 即 


-6 = 26, 
满足 B=36 = B+ C + b 
类 似 地 Te = 3s = À + G + D 
Üe = 3ëe =å +B + = 30 = A+ B + Ó 
A b B+ C +Ë 
— A+H _ + B _ + c _ 
由 此 Am 
FAA ps 
* b A b L C L b 
2 2 


故 hahe, hes hp 共 点 . 

如 图 132, 过 点 DD 分别 作 BC, C4,48 的 垂 线 , 垂 足 分 别 为 工 ， 
M.N.MÚ L,M,N 共 线 ,此 直线 即 为 点 万 关于 A ABC 的 西 姆 松 线 
Ip. 

车 是 DL 与 人 4BC 外 接 圆 的 交点 ,由 ZAL'D = ACD = 
ZMID 4 Al // IM. 2 A' 29 AH; 与 A4BC 外 接 圆 的 另 一 交点 .因为 
Ch4'CB = 人 A'hB = 人 BCHo, 故 BC 是 少 了 的 垂直 平分 线 . 设 A'D 
与 BC 交 于 点 D',D'Hp 与 DL XFA L. W L 3 DI” 中 点 .由 
LDLL = ZA = 人 AL'D, 知 Hyl” // AU // LMN ,因此 ,1o 即 为 
LMN ,经 过 DH; 的 中 点 . 同 理 ,14 RAH, 的 中 点 ,18 过 BHs 的 中 点 ， 
le Ñ CH 的 中 点 .根据 前 面 结论 ,这 些 中 点 为 同一 点 5. 则 14,1， 


lol ZFÄS. 4 D 6388 = 2 Ë 是 DH 的 中 点 .因为 


设 直线 h. 通过 点 4 M ABCD Eù H ,直线 hs 通过 点 B 和 | 
AACD 的 垂 心 Hs, 直线 hc 通过 点 C 和 A ABD 的 与 心 Hc, 直 线 ho | 
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高 = 方 ,所 以 了 
E, R E A ABC 外 接 图 半径 . 即 S 的 轨迹 是 以 线段 OF 中 点 为 贺 
b Ë 为 半径 的 加 . 


O 设 点 4 是 圆 0 外 一 点 ,过 点 4 作 圆 0 的 切线 , 切 点 分 别 为 
B,C. O 的 切线 1 与 48,4C 分 别 交 于 点 P,Q@. 过 点 P HF 


行 于 AC 的 直线 与 BC 交 于 点 R. 证 明 : 无 论 1! 如何 变 化 ,QR 便 
过 一 定点 . 
(2002 ~ 2003 年 伊朗 数学 奥林匹克 ) 


证 明 ”如 图 133, 过 点 O 作 垂 直 于 40 的 直线 分 别 交 4B ,4C 
于 点 D,E. 
我 们 断言 QR ELAD. 
设 DQ 与 BC 交 于 点 5, 只 须 证 PS // 4C, 即 8 = R. 
设 切 线 PQ 与 圆 0 切 于 点 7. 记 
a = LBOD = LCOE = BAO = Z CAO 
B = Z BP0 = Z TP0 
y = CQO = Z TQ0 
则 2(a +B + Yy)= x 


LAOP =r-a-ß=3+7 


过 点 P fE AB 的 垂 线 与 ED 的 延长 线 交 于 点 下, 则 A, P,0,F 
四 点 共 圆 (以 AF 为 直径 ), 即 有 


LAFP = n- ZA0P = Z - 7 


由 PF // BO, 知 ZPFD = a. 由 对 应 角 相等 可 得 
AAFD o AQ0E,A PFD o ACOE 


m AP _ QC 
PD CE 

由 于 CS / DE, 知 
oc _ 9S 
CE SD 
因 AP _ QS 
因此 PD SD 


于 是 PS // AQ. hF AQ 与 4C 为 同一 直线 , 故 PS // AC. 


第 二 章 “有 关 图 的 试题 


DIERZHANG YOUGUAN YUAN DE SHITI 


设 了 是 AABC 的 内 心 , 且 圆 1 与 48, BC 分 别 切 于 点 X， 
Y, 与 圆 1 交 于 另 一 点 T,X' 是 4B, CT 的 交点 . 工 在 线段 X'C 
上 , 且 XL = CT. 证 明 : 当 且 仅 当 4,L,Y 三 点 共 线 时 4B = 
AC. 


(2002 ~ 2003 年 伊朗 数学 奥林匹克 ) 


证 明 ”如 图 134, 设 过 内 切 贺 上 点 了 的 切线 分 别 交 BC,AC 于 
点 E,F.#H T EF ,4B 都 是 直径 X7 的 垂 线 , 所 以 ,BF // AB. ` 

X. T J: A CEF 的 旁 切 圆 与 EF 的 切 点 , 故 X' E: A ABC 的 旁 
WAS AB 的 切 点 . 

记 p 为 人 4BC 的 半 周 长 ,a,b,c 分 别 为 顶点 4,B,C 所 对 边 的 
边 长 . 则 有 

41 = BX= p- b 
设 AL 5 BC 交 于 点 六 .由 正弦 定理 得 
Cr. CY AY sinA!, sinB 


BY = AY ` BY = sin C `sin À; " 
sin B ,sin A; sin Xy’ | sin CI _ 
sin C sinCl sn4 sinX ` 
b CL, AL AX _ p-b, CL © 
c AL ` XL’ b © XL 

RP, ZA = 人 C4 ,人 hz = BAY ,Z C, = LACK, LXi = 
LAX'C. 
因为 AB // BF, 所 以 


HP, r, re 分 别 表示 2 ABC 的 内 切 贺 半径 和 对 应 点 C 的 旁 切 图 半 
径 ,5 为 人 4BC 的 面积 . 
因为 CT = XL,XT = CL, 所 以 


BY ` c ‘p-ec™p-e 
故 Y' 是 对 应 点 4 的 OABC 的 旁 切 圆 与 边 BC 的 交点 ,BY = 
p-c. 又 BY =p -5, 则 A,L,Y 三 点 共 线 当 且 仅 当 Y = Y, 即 
BY = BY . 
因此 ,p-b=p-c, 即 b= c,AB = AC. 


最 新 世界 各 国 数学 奥林匹克 中 的 平面 几何 试题 
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CD HEEE ABCD, Rp ZA < 90p ,两 条 对 角 线 AC, BD 相 
XTA 用. 点 0 在 线段 MHC 上 ,并 满足 O + M, 且 OB < 0C. 
过 点 B,D 且 以 0 为 圆心 的 圆 交 直线 48B 于 点 B 和 点 X( 当 直线 
AB 是 该 圆 的 切线 时 ,XX = 8) ,同时 交 直 线 BC 于 点 B 和 点 Y. 


WB DX, DY 与 线段 AC 的 交点 分 别 为 P,Q. 试 用 1 表示 比 
00 MA 
值 OP ,其 中 MO = 上 上 
(2003 年 韩国 数学 奥林匹克 ) 


证 明 ”分 三 种 情形 讨论 . 
1) LABO < 90, 即 XX 在 线段 48B L. 
这 时 ,由 于 A X0D 是 等 腰 三 角形 , 则 有 人 OXD = Z 0DX. 
由 于 和 BXD = 人 DOC, 则 AXD = ZA0D. 
因此 ,4,X,0,D 四 点 共 圆 . 故 LOXD = 人 ODX = Z 0AX. 
直线 OX 是 A AXP 的 外 接 圆 的 切线 , 则 有 
OX? = OP . 0A 中 
另 一 方面 ,由 于 A 0YD 是 等 腰 三 角形 , 则 人 ODY = Z 0YD. 
由 于 BYD = 人 MOD, 则 人 CYD = Z C0D. 
因此 ,0,Y,C,D 四 点 共 圆 . 故 LODY = 人 OYD = Z 0CY. 
于 是 ,OY 是 A QYC 的 外 接 圆 的 切线 . 故 | 
OF = 00 + 0C © 
由 名 ,@ 可 得 
oF 


oY MA 
OQ _ OC _ QA MA+OM _ OM `! 
OP © ox? © 0C ` MC - OM ` MA 1 
OA OM ` 
2) ZABO = %9, W X = B. 
这 时 ,可 以 导出 P= M, Ñi A AX0 与 全 XOP 是 相似 的 直角 三 
角形 ,因此 


0X = OP - OA 
这 就 是 式 ,如 同 第 一 种 情况 ,Q@ 与 @ 都 成 立 , 因 而 @@ 也 成 
立 . 
3) ZABO > 9pP, 即 B 在 线段 AX E. 
这 时 ,利用 与 第 一 种 情况 相同 的 方法 ,可 以 证 明 Q) 与 @ 都 成 
立 ,因而 @ 也 成 立 . 


第 二 章 ” 有 关 贺 的 试题 


DIERZHANG YOUGUAN YUAN DE SHITI 


D E AABC MIHEL, BÒ, CÀ, AB 的 中 点 分 别 为 D,E， 


下, 其 中 4 Z BC, B € CA, C ZAB. DE 29] CB, CA FAC, 
H, DF IIX BC, BA FAI, J, GH 和 杂 的 中 点 分 别 为 M,N. 


(1) Jl A ABC 的 内 角 表 示 公 DMN 的 三 个 内 角 ;(2) 若 0 为 
全 DMN 的 外 心 ,P 是 4D 与 EF 的 交点 ,证 明 :O0,MM,P,N 四 点 
共 圆 . 


(2003 年 巴尔 干 地 区 数学 奥林匹克 ) 


证 明 (1) 因为 


Za. A 2E BP By 

所 以 BI = BJ. 

从 而 ,BN 是 Z ABC 的 平分 线 , 则 B8,N,E 三 点 共 线 , BN L 
杂 , 如 图 135 所 示 . 

同 理 , CM L GH. 

因此 ,D,N,0,M 四 点 共 圆 .进而 ,有 


LDNM = DQM = _— cr $ <€ 
LDMN = <4 ZË, /MDN = <B Z€ 


(2) 同 理 
LNPF = B +.ZC, /EPM = <B +ZC 


从 而 LNOM = 2Z MDN = B+ ZC 
NPM = x- ZNPF - ZEPM = x - ZB - ZC 
所 以 N,0,M,P WAHA. 


CD i A ABC 是 锐角 三 角形 .P,Q 为 边 BC 上 的 两 个 点 . 作 
Qc, /C4, 与 全 4BP 的 外 接 圆 交 于 点 Cl, 且 C1 和 Q 在 直线 


AB 的 异 侧 ; 作 QB, // B4 ,与 全 4CP 的 外 接 圆 交 于 点 B1, 且 B, 
和 Q 在 直线 AC 的 异 侧 .证 明 : B,C, Q, P WARE. 
(2005 年 第 34 届 美 国 数学 奥林匹克 ) 


证 明 ”如 图 136, 设 A ABC 的 三 个 内 角 分 别 为 a,8,7. 不 失 
一 般 性 ,假设 点 O 在 线段 BP 的 内 部 . 

设 C14 的 延长 线 与 A ACP 的 外 接 圆 交 于 点 B. 

因 和 PC14 = Z PBA = B, 人 4B2P = 人 4CP = 7Y, 则 


I 
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APC1B, AABC 
H QC, // C4, 有 人 PQCi = n- y, FTU, P,Q, Ci, Bs 四 点 共 
圆 .于 是 
LBQC1 = ZX B,P0, = LCAB = a 
因此 ZPQB, =r-7y-a= 有 
故 QB, // 4AB, 所 以 ,Bl = B,. M| B1, Ci, Q, P WASE. 


M FA Tr HAREA, M E AB 的 中 点 .在 半圆 厂 的 同 侧 ， 
以 MB HEBREED. it X, Y EFAN 上 的 点 , 且 BX = 


1.5 BY. 直线 MY XBX 于 点 D, 交 半圆 了 于 点 C. 证 明 :Y 是 线 
段 CD 的 中 点 . 
(2005 年 第 36 届 奥 地 利 数学 奥林匹克 ) 


证 明 ”如 图 137, 取 BY 的 中 点 Z, 设 BZ, MY 相交 于 点 E. 在 


半圆 DP, Z MZB 是 直径 MB 所 对 的 圆心 角 , 于 是 , MZ | BZ. 


因为 B = 2Y, 所 以 ,人 YMZ = Z BMZ. 
在 全 MHZB 和 公 MZE 中 ,由 于 
Z EMZ = LBMZ,MZ = MZ 
Z MZE = LMZB = WF 
所 以 AMZB Q A MZE 
故 ME = MB 
因此 ,点 EE 和 C 重合 . 
又 Z MYB 是 直径 MB 所 对 的 圆心 角 , 于 是 
MY | BY 


因为 27 = YR, , Z ZBY = 人 YBX. 
HH, ABYC 2 A BYD.#& CY = DY. 


D 已 知 等 边 A ABC fl A PQR 有 三 组 边 分 别 平行 ,一 
个 指向 上 方 ,另外 一 个 指向 下 方 ,相交 的 部 分 是 一 个 六 边 形 . 


证 明 : 这 个 六 边 形 的 相对 的 顶点 的 连 线 相交 于 一 点 . 
(2005 年 第 36 届 奥 地 利 数 学 奥林匹克 ) 


证 明 ”如 图 138, 六 边 形 的 边 A,A; 和 444s 分 别 在 平行 线 AC 
和 RQ 上 ,PM 和 BN 分 别 是 等 边 公 PQOR 和 等 边 全 4BC 的 高 ,所 以 ， 
PM = BN. 

又 AC 和 QR 平行 , 则 EM = FN. 所 以 ,PE = BF. 


第 二 章 ” 有 关 国 的 试题 
DIERZHANG YOUGUAN YUAN DE SHITI 


因为 APA A, 和 A B4445 是 等 边 三 角形 ,所 以 ,这 两 个 等 边 
三 角形 的 边 相等 , 即 AA = 4445- 

由 于 边 AA 和 AAs 不 仅 相等 而 且 平行 , 所 以 , 四 边 形 
AA A.As 是 平行 四 边 形 ,对 角 线 A144 和 424s 相交 且 平 分 . 

同 理 可 知 , 四 边 形 4?434546 也 是 平行 四 边 形 ,对 角 线 AAs 和 
4346 相交 且 平 分 . 

故 三 条 对 角 线 都 相交 于 一 点 . 


《0 已 知 锐角 OABC, Y AC 为 直径 的 圆 为 贺 站 ,以 BC 为 直 
径 的 圆 为 圆 厂 ,, AC SAN 相交 于 点 E, BC S P, 相交 于 点 
下, 直线 BE MAN XFA L, N IEPA /在 线段 BE 上 , 直 


线 AF MET, 相交 于 点 K, MEPA KERB AF E. WEA: 
四 边 形 KLMN FÈM p tk AE. 
(2005 年 第 36 届 奥 地 利 数学 奥林匹克 ) 


证 明 ”如 图 139, 在 圆 M H, BC 是 直径 ,点 是 4C fill P, 
的 交点 , 则 Z BEC = 90 
同 理 , 由 F E BC IBD, 的 交点 ,得 人 AFC = 90. 
因为 ZL4EB = ZX AFB = W, MA E, F fE AB 为 直径 的 贺 
上 ,有 
CE > CA = CF.CB 
易 知 人 4CL 是 直角 三 角形 ,LE 是 它 的 高 线 . 故 


CE + CA = CL 
同 理 , 在 公 BCK 中 ,有 
CF - CB = CK 


H CE ° CA = CF. CB, 有 CL? = CK2,BD CL = CK. 
又 LN 垂直 于 圆 T 的 直径 4C, 则 CL = CN. 
同 理 ,在 圆 P 中 ,有 CK = CM. 

综 上 ,线段 CK, CL, CM 和 CN 都 相等 . 

则 点 天 ,L,M,N 在 以 点 C 为 圆心 的 加 上 . 

故 四 边 形 KMN 是 一 个 圆 内 接 四 边 形 . 


C 已 知人 48C, 过 点 B,C 的 圆 0 与 4C,4B 分 别 交 于 点 D， 
E, BD 与 CE 交 于 点 正 , 直 线 OF 与 A ABC 的 外 接 圆 交 于 点 P. 


WEH: APBD 的 内 心 就 是 APCE 的 内 心 . 
(2004 年 泰国 数学 奥林匹克 试题 ) 
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证 明 ” 先 证 几 个 引 理 . 
引 理 1: 四 边 形 ABCD 内 接 于 圆 0, 对 角 线 AC, BD XF E, É 
线 BA, CD XF F, ZA 0 的 半径 为 r, 则 
TË -OF = ° 
引 理 1 的 证 明 : 如 图 140, 过 F AEI 0 的 两 条 切线 PP,PO. 由 
A FPA o 全 FBP, 得 
AP _ FA _ FP 
= FP `" FB 
， AP\? _ FA 
所 以 r (8)-# 
由 人 AFDpowAroc, 得 
DQ _ FD _ FQ 
QC 7 FQ ` FC 
y ? FD 
所 以 (ge) = Fc 
H AFAD o A FCB ,得 
BC _ FB _ FC 
D = FA 
` BC)? _ FB- FC 
所 以 [p]: m n 
三 式 相 乘 得 
AP\? 7t Be? 
m) (Qe) (ap) =! 
则 AP , BC . QD 
故 sin ZAQP , sin £ BAC , sin Z QBD _ | 
sin Z PQB ` sin Z CAQ ` sin Z DBA ™ 
由 角 元 塞 瓦 逆 定 理 知 ,BD ,4C, QP 三 线 共 点 . 


所 以 ,E 在 PO 上 . 
联结 OP XPO 于 R. 因 为 OF L PQ, 则 
TË - OF = (OR + RE). OF = OR - OF + RE - OF = 
OR - OF = 7 
引 理 2: 四 边 形 ABCD 内 接 于 圆 0 ,对 角 线 AC, BD 交 于 E, 直 
线 BA, CD XF F, HR 4D, BC 交 于 G. 记 圆 O 的 半径 为 r, 则 
OE | FG 
引 理 2 的 证 明 : 如 图 141, 由 引 理 1 得 
OË .FE = OË - (OĞ - OF) = OE - OC - OE - OF = 
rn-r=0 
所 以 ,OE | FB. 
引 理 3: 四 边 形 ABCD 内 接 于 圆 0 ,直线 BA, CD ZFF, AFAD 


DIERZHANG YOUGUAN YUAN DE SHITI 


的 外 接 圆 和 A FBC 的 外 接 圆 交 于 点 P( 异 于 点 F). 则 OP | PF. 

引 理 3 的 证 明 : 作 辅助 线 如 图 142 所 示 . 因 为 

LAPC = ZX FPC - Z FPA = 180 - Z B - Z FDA = 

180 - 24B = 18? - ZA0C 
所 以 ,4,P,C,O 四 点 共 圆 . 故 
LFPO = LFPC - Z 0PC = 18% - LB- LOAC= 
180 - LB - (9 - X B) = 9° 

因此 OP | PF 

引 理 4: 设 已 是 半径 为 r 的 圆 0 上 的 一 动 点 ,4,B 是 过 圆心 0 


的 一 条 射线 上 的 两 定点 且 满足 OA- OB = WEA 是 定 值 


引 理 4 的 证 明 ;如 图 143, 设 04 = kr, OB = Tr, Z POA = a. 


则 
PA? = PO? + OA? — 2P0 + OA + cos a = 
r?(k? + 1- 2kcos a) 
PB? = PO? + 0B? - 2P0 - OB - cosa = 
1 1 
p(1+ 2-2. eos a) 
所 以 pe? = hpa 


BA = 人 为 定 值 ， 

下 面 证 明 原 题 . 

作 辅 助 线 如 图 144 所 示 . 设 直线 CB , DE XFO, QAX A ABC 
的 外 接 圆 于 一 点 P (RFA A). 

因为 0P' 04 = QB QC = QE: QD, 所 以 ,P',E,D,A 四 
ARA. 

由 引 理 3,OP' 上 QA. 

由 引 理 2, OF | QA. 

所 以 ,0,F,P' ZARR. 

Ai, P 和 P 是 同一 点 . 

设 圆 0 的 半径 为 ">, 则 

OF . OP = OF .OF = OF .OF + OF - PÀ = 
OFOP + PÄ) = OF - OÀ = r 

设 OP 与 四 0 交 于 7. 由 引 理 4,88 = Pl. 

所 以 ,BI 平分 Z PBF. 

同 理 , DI 平分 Z PDF. 

于 是 ,I 是 和信 PBD 的 内 心 . 


第 二 章 “有关 圆 的 试题 


图 143 
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同 理 ,7 也 是 APCE 的 内 心 . 
Bik, APBD 的 内 心 就 是 APCE 的 内 心 . 


QD it H H A ABC 的 垂 心 ,D,E,F 为 人 4BC 的 外 接 圆 上 三 
点 使 得 AD // BE // CF,S,T,U 分 别 为 D,E,F AFH BC, 


C4 ,48 的 对 称 点 .求证 :S$,T,U,H 四 点 共 圆 .( 冷 岗 松 供 题 ) 
(2006 年 中 国 国家 队 选 拔 赛 试 题 ) 


证 明 ” 先 证 明 下 面 的 引 理 . 

引 理 : 设 0, 甩 分 别 为 人 4BC 的 外 心 和 垂 心 ,P 为 全 ABC 的 外 | 
接 贺 上 任意 一 点 ,P 关 -398C 的 中 点 的 对 称 点 为 0, 则 QH B) 3 É Y 
分 线 与 直线 4P 关于 OH 的 中 点 对 称 . 

引 理 的 证 明 : 事 实 上 ,如 图 145 所 示 , 过 4 作 公 4ABC 的 外 接 圆 
的 直径 44' , 则 4' 与 人 4BC 的 垂 心 #H 也 关于 BC 的 中 点 对 称 ,所 以 
QH ZA'P.X A'P L 4P, 因 此 ,QH | 4P. 设 D,N 分 别 为 4P , QH 
的 中 点 , 则 AP = 20D,QH = 2NH, 于 是 ,0D YNH. 而 AP L 
0D, 故 AH 的 垂直 平分 线 与 直线 AP 关于 OH 的 中 点 对 称 . 

再 证 原 题 .如 图 146 所 示 , 过 点 D fE BC 的 平行 线 与 公 4BC 的 
外 接 圆 交 于 另 一 个 点 P.H AD // BE // CF 易 知 PE // CA, PF // 
4B. 因 为 PD // BC,S 是 点 D 关 于 BC 的 对 称 点 ,所 以 ,点 已 关于 
BC 的 中 点 的 对 称 点 是 $. 设 公 ABC 的 外 心 为 0 ,OH 的 中 点 为 用, 由 
引 理 ,直线 AP 关于 点 MM 的 对 称 直线 是 HS 的 垂直 平分 线 ; 同 理 , 直 
线 BP, CP 关于 点 用 的 对 称 直线 分 别 是 HT 的 垂直 平分 线 和 HU 的 
垂直 平分 线 .而 AP, BP, CP 有 公共 点 已 ,因此 HS,HT, HU 这 三 条 
线段 的 三 条 垂直 平分 线 交 于 一 点 . 故 S$,T,U,H WARE. 


《9 已 知人 4BC, 点 X 是 直线 BC 上 的 动 点 , 且 点 C 在 点 B,X 
之 间 . 又 A ABX , A ACX 的 内 切 贺 有 两 个 不 同 的 交点 P,Q. 证 


明 : PQ 经 过 一 个 不 依赖 于 点 X 的 定点 . 
(第 45 届 国际 数学 奥林匹克 预选 题 ) 


证 明 ” 先 证 明 下 面 的 引 理 . 
引 理 :已 知 工 ,KK 分 别 是 全 4BC 的 边 4B ,4C 的 中 点 ,全 4BC 的 
内 切 圆 分 别 与 边 BC, C4 切 于 点 D, E. W KL 和 DE 的 交点 在 
Z ABC 的 角 平 分 线 上 . 
引 理 的 证 明 : 如 图 147 所 示 ,假设 AB >< BC ,否则 结论 显然 成 | 
立 . 设 KL 与 /4BC 的 角 平 分 线 交 于 点 S. 因 为 KL // BC, 所 以 图 147 
ALSB = Z CBS = Z LBS 
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于 是 ,LB = IS. 
又 因为 [4 = 18, 所 以 ,S 在 以 AB 为 直径 的 圆 上 , 故 有 ASB = 
a | 
设 DE 5 Z ABC 的 角 平 分 线 交 于 点 T, 则 公 4BC 的 内 心 1 在 点 
B,T 之 间 . 又 因为 4B zx BC, 则 有 Tz E, H Z DEC = sr - <€, 
LAB = 9% + <€. 

如 果 TERR DE 的 内 部 ,有 

ZAIT + ZAET = 180 
所 以 ,4,1,T,E 四 点 共 圆 . 
WMR IKE EAT 的 同 侧 , 有 


ZAIT = 9 - <€ = LAET 


也 有 4,1,7,E WARA. 

WA LAEI = 9, A, LATI = 90. 

H F Z ASB = ZATB, N S 和 7 重合 , 即 KL, DEM Z ABC 的 
角 平分 线 交 于 一 点 . 

下 面 证 明 原 命题 . 

如 图 148, 设 公 ABX, 公 ACX 的 内 切 圆 与 BX 分 别 切 于 点 D, 玉 ， 
与 AX 分 别 切 于 点 E,G, 则 有 DE // FG, B. DE, FG EJ Ej Z AXB f 
角 平 分 线 垂直 . | 

车 PQ 分 别 交 BX,AX FAM, N, WA 

MD? = MP - MQ = MF 
NE? = NP - NQ = NG2 

于 是 ,有 MD = MF,NE = NG. 

因此 ,PQ 平行 于 DE 和 FG, 且 与 它们 是 等 距 的 . 

由 于 AB,AC 和 AX 的 中 点 共 线 , 设 为 m, WER m 平 行 于 BC. 
在 公 4BX 中 应 用 引 理 , 知 DE 过 直线 m 与 Z ABX 的 角 平分 线 的 交 
ĀU. 

同 理 , FG 过 直线 m 与 人 ACX 的 角 平分 线 的 交点 史 . 

由 于 PQ 平行 于 DE 和 FG, 且 与 它们 是 等 距 的 ,因此 ,PQ 过 线 
Bt UV RAW. 

又 因为 U,V 不 依赖 于 点 于 ,所 以 , 允 ERRETA X. 


ay 设 圆 0, 与 图 OFA A,B. A RERO HA ABE, 
A THW O, I AB 上 (图 149). AR, BR 分 别 与 圆 0, 交 于 C, 
D.AT,BT 交 圆 0 F Q, P.# PR 与 TD 交 于 E,7TC 与 RO 交 
于 F. 求 证 :AE * BT - BR = BF: AT .4R. 


(2006 年 中 国 国家 集训 队 测 试题 ) 
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证 明 ”延长 40,DB 交 于 五 .联结 BC, AD, WA 
HQ > HA = HB - HR 
HT - HA = HB - HD 


相 除 得 HO = HR SOR / TD 
同 理 PR // TC 
x Z RBC = ZX DTC = LRFC 
所 以 R,F,B,C 共 圆 . 

令 


ZTCB = LFRB = LBAQ = a 
LTBA = LADT = LARP = B 
HEE, TE AABT 中 
AT _ sing 
BT ~ sina 
AR _ sin LABR 
同 理 BR ` sin Z BAR 
从 而 AT- AR sinB.sin Z ABR r 
BT -© BR ` sin a + sin Z BAR 
又 AE _ sin ATE _ sin ZAQR _ 
TE “ sin ZTAE = sin Z TPE 7 


sin ZABR _ sin Z ABR 
sin Z BTC ` sin Z BAR 


BF _ sina 
FP ` sin 8 
P AE- FR _ sin ZABR _ sin B 
相 除 得 BF TE = sin Z BAR ` sin a 
又 TERF 是 平行 四 边 形 ,所 以 
AE 47.4R 
F 7 BT - BR 


C 已 知 圆 内 接 四 边 形 4BCD ,直线 AD 和 BC 交 于 点 已 , 且 点 
C EAB, EZM. IHR AC 和 BD 交 于 点 F. 设 点 MÆ CD hy 
中 点 ,点 N 是 A ABM 的 外 接 圆 上 的 不 同 于 的 点 , 且 满足 


AN AM, 
AN AM ENR E,F,N 在 一 条 直线 上 . 
(第 45 届 国 际 数学 奥林匹克 预先 题 ) 


证 明 ” 先 证 明 在 公 4BM 的 外 接 圆 上 ,有 唯一 的 一 点 N = M, 


AN _ AM 
使 得 gy = pM` 


se ilani 
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车 4 = A x 1, 则 M,N 是 人 4BM fBBHEBL SIE AY = 2 
的 点 下 的 轨迹 的 交点 .于 是 ,点 天 的 轨迹 是 一 个 与 线段 4B 相交 的 
圆 , 即 线段 AB 关于 定 比 4 的 阿波 罗 尼 斯 圆 . 因 此 ,点 N 是 存在 的 ， 
且 唯 一 . 

BAM = 1, 易 知 点 也 是 唯一 存在 的 , 且 忆 ,在 4B KIN. 

i AABE , A ABF 的 外 接 圆 分 别 与 EF 的 第 二 个 交点 为 P,@， 
于 是 , 原 命题 等 价 于 证 明 点 N 在 直线 PO 上 .下 面 证 明 点 NN 就 是 线 
Bt PQ 的 中 点 8. 

设 点 E,F,P,S,Q 是 按照 如 图 150 的 次 序 排列 在 一 条 直线 
PQ 上 的 , 且 PQ 与 边 4B 相交 . 

由 于 四 边 形 4PB ,四 边 形 AQBF 和 四 边 形 4BCD 均 为 圆 内 接 
四 边 形 , 所 以 

ZAPE = ZABE = LABC = 180 - LADC 
LAQP = LAQF = LABF = ZABD = LACD 
因此 ,全 4PO o AADC. 

由 于 AS fll AM 分 别 是 这 两 个 三 角形 对 应 边 上 的 中 线 ,所 以 ， 


AS _ PQ 
AM DC 
„BS _ PQ 
AE, ABP o ABCD, Hipy = cp .因此 
AS _ AM 
BS ` BM 


又 因为 ASP = 人 AMD, 人 BSP = 人 BMC, 所 以 
LASB = LASP + 人 BSP = LAMD + Z BMC = 
180 - LAMB 
因此 ,点 S 在 公 4BM 的 外 接 圆 上 , 且 S zx M. 
H FN zx M,S#M,E N, SHE AABM 的 外 接 圆 上, 同时， 
还 满足 
AN _ AM AS _ AM 


BN 7 BM'BS " BM 
由 点 N 的 唯一 性 ,可 得 S = N, 即 N 为 PQ 的 中 点 . 
C 设 四 边 形 ABCD 内 接 于 圆 0, 且 圆心 0 不 在 四 边 形 的 边 


+, 对 角 线 AC 与 BD 交 于 点 P, 公 04B, 人 0BC, 全 0CD， 
AODA 的 外 心 分 别 为 01,0,,03, 04. 求 证 :三 条 直线 010;， 


0,0, 5 OP 共 点 . 
(2006 年 中 国 国家 集训 队 测 试题 ) 


证 明 ” 设 贺 (04B) 与 圆 (OCD) XF M , 则 
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Z BMC = 36? - Z CM0 - Z 0MB = 
(180 - Z CM0) + (180 - LOMB) = 


LODC + Z BA0 = (9P - Z CBD) - (9 - ZACB) = | 


180 - Z CBP - Z PCB = BPC 
BU. M,B,C,P 四 点 共 圆 . 同 理 ,MM,P,D,4 四 点 共 圆 .于 是 
Z PM0 = LCMO - LCMP = 

180 - LODC - LCBP = 

180 - (9 ~ Z CBP) - LCBP = 90 
这 说 明 OM | MP. 但 OM 为 圆 (048 ) 与 圆 (OCD) 的 公共 蓄 ， 所 以 | 
0103 垂直 平分 OM, 从 而 0103 过 OP 的 中 点 ; 同 理 , 004 也 过 OP 
的 中 点 . 故 三 条 直线 0103, 0204 与 OP RA. 


D RA r MARI RHR, AB 是 圆 六 的 直径 , 且 垂 直 于 直 
线 1, 点 B 比 点 4 更 靠近 直线 1. 在 圆 卫 上 任意 取 一 点 C(C = 
4A,B), 直 线 AC 交 直 线 ! 于 点 也 ,直线 DE 与 圆 卫 切 于 点 已 , 且 


点 B,E fEAC 的 同一 侧 . 设 BE 交 直 线 1 于 点 F,A4F XAT F 
点 G(G > 4). 证 明 :点 G 关 于 4B 的 对 称 点 在 直线 CF E. 
(第 45 届 国 际 数 学 奥林匹克 预选 题 ) 


证 明 ”如 图 152, 设 CF 交 圆 卫 于 点 已 .因为 直径 AB 上 1, 所 
以 ,问题 等 价 于 证 明 
GH // 1 


设 48 | 忆 垂 足 为 点 X, A 


ZAXF = LAEF = 9% 
所 以 ,4, 严 ,大 ,无 四 点 共 圆 . 于 是 
Z EFD = LEAB = 人 FED 

从 而 , DF = DE. 

又 因为 DF? = DE? = DC - D4, 所 以 

ADCF o ADFA 

于 是 LAFD = LFCD = ZACH = LAGH 
故 GH/ l 


B W o E: A ABC 的 外 接 圆 ,点 P E. A ABC 的 一 个 内 点 ， 
射线 4P,BP, CP RIXE w FAA, Bi, C1. 设 41,B1,C1 关 


于 三 边 BC,CA,AB 的 中 点 的 对 称 点 为 42,B2,C2. 求证 : 
入 42B2C: 的 外 接 圆通 过 2 ABC 的 甜心 . 
(2006 年 中 国 国家 集训 队 测 试题 ) 


DIERZHANG YOUGUAN YUAN DE SHITI 


证 明 ”我 们 用 0 和 万 分 别 表示 A ABC 的 外 心 和 垂 心 ,用 D, 
E, F AIRRA BC, C4 ,4B 的 中 点 .在 圆 o 上 选择 三 点 43, B3， 
Cy 使 得 443, BB3, CC3 HE w 的 直径 ,如 图 153 所 示 . 

因为 43B L 48 ,43B // CH, 类 似 有 43C // BH. 因 此 AsCHB 
是 平行 四 边 形 并 且 D Æ HA 的 中 点 .同样 的 方法 我 们 得 到 E Tü F 
分 别 是 HB, 和 HC, 的 中 点 . 

设 点 0 在 直线 PA, PB, PC 上 的 正 交 投影 分 别 为 4, Bs, C4， 
M] 44,B4, Cs 三 点 落 在 以 OP 为 直径 的 圆 的 圆周 上 .我 们 用 o> 表 
RRAN. i + D BEHA, 又 是 AJ 42 的 中 点 ,从 而 了 8 = AACE 
Hh2h341 是 平行 四 边 形 ). 另 一 方面 , 由 AAA = 90 可 知 


DAAA; 和 AAA.0 相似 . 因为 如 = 4,74, = 240. 从 而 


T, = - 2 0 让 .同样 的 方法 我 们 可 以 得 到 有 BB =- 2 0B,, HC, = 
- 2 7. 这 样 就 存在 一 个 位 似 变换 把 点 ( 甩 , 42, Ba, C2) 映 到 (0， 
Ao Bas CO ,注意 到 0, As, Ba, Ca EM o2 E, AT A2, B>, C2, H 38 
M. 


已 知 圆心 分 别 为 4, B HAAAZFAC, D.A 4,B， 
CHESA, W 分 别 交 于 点 E,F, 且 不 包含 点 C 的 EF 在 加 


A MM B 的 外 部 .证 明 : CD 平分 这 眉 弧 EF 
(2005 年 第 21 届 意 大 利 数学 奥林匹克 ) 


证 明 ”如 图 154, 因为 ZCED = +ZCAD = ZCAB, 
Z CAB = 人 CEB, 所 以 ,人 CED = Z CEB,BJ E,D,B ZARR. 

因为 CB = BER, 所 以 ,人 CEB = 人 BEF, 即 DD 在 人 CEF 的 角 
平分 线 上 ， 

同 理 ,D 在 全 CFE 的 角 平 分 线 上 . 

因此 ,D E: A CEF 的 内 心 . 


从 而 ,CD 是 Z ECF 的 角 平 分 线 , 即 平分 EF. 
(> 如 图 155, 设 ABCD 是 一 个 梯形 并 且 AB // CD,4BCD 内 


部 有 两 个 圆 wi 和 wz 满足 : 圆 wi 与 三 边 DA, AB , BC HY, M 
w2 与 三 边 BC, CD , DA 相 切 . 令 4 是 过 点 4 的 异 于 直线 4D 的 


圆 wz 的 另 一 条 切线 ,1 是 过 点 C 的 异 于 直线 CB WA w 的 另 
一 条 切线 .证 明 :4 // b. 
《2006 年 中 国 国家 集训 队 测 试题 ) 
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证 明 ”不 失 一 般 性 , 设 AB < CD. 令 射线 DA 和 射线 CB 相交 
TA X.l 5 DC, h 5 AB 分 别 相交 于 点 F,E. 图 wi 与 三 边 AB, 
DA, BC 分 别 相 切 于 点 N,P,0; 圆 w 与 三 边 CD,4D, BC 分 别 相 
切 于 点 MM,R,S. 

由 切线 的 性 质 可 得 

CE-AE = CK + KE - AE = CQ + EN - AE = 
CQ + AN = CQ + AP = 
CQ + QX + AP - QX = 
CX + AP - XP = 
CX - XA 

AF - CF = AL + LF -CF = AR + FM - CF = 
AR + MC = AR + SC = 
AR + SC + SX - SX = 


AR + CX - SX = 
AR + CX - RX = 
CX - XA 
从 而 CE - AE = AF - CF 
或 者 CE - AF = AE - CF 


在 直线 AB 上 取 一 点 局 使 得 E, AFC 是 平行 四 边 形 . 则 AE, = 
CF,AF = CEI. 因 此 
AE - AE, = AE - CF = CE - AF = CE - CE, 
即 EE, = | CE - CE, 1. 由 三 角 不 等 式 知已 = Er, AT l / b. 


ŒD 已 知 梯形 ABCD , B. AD // BC. 设 圆 0, , ËI 0,, 圆 0,, Bl 
04 分 别 是 以 AB, BC, CD, DA 为 直径 的 圆 . 证 明 : 当 且 仅 当 梯 


JÉ ABCD 为 平行 四 边 形 时 ,存在 一 个 圆心 0 在 梯形 4BCD 内 的 
大 圆 与 所 有 4 个 圆 贺 01, 圆 0:, 圆 0;, 圆 04 都 内 切 . 
(2005 年 第 18 局 韩国 教学 奥林匹克 )》 


证 明 ”显然 01,0,,0;,04 分 别 是 AB, BC, CD , DA 的 中 点 . 

易 知 ,题目 所 要 求 的 圆 存在 当 且 仅 当 点 O 满足 下 面 的 条 件 , 即 
00, + 014 = 00, + 0;B = 003 + 03C = 
00, + 04D © 

如 果 梯 形 ABCD 是 平行 四 边 形 , 易 知 平行 四 边 形 的 中 心 , BD 
AC 与 BD 的 交点 就 是 满足 式 @ 的 点 0. 

假设 梯形 ABCD 不 是 平行 四 边 形 . 设 P, 是 0103 上 的 点 ,使 
得 

04P // AB,04Q // CD 
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不 失 一 般 性 , 设 4D < BC,4B < CD 
(1) 假设 0 位 于 四 边 形 04PO3D 内 (包括 边界 ) , 则 有 
00, + 014 = 00, + 044 © 
š 00, 与 04P 相交 于 总, 则 有 
00, = OH + H0,,0,A = PO, = PH + H0, 
所 以 , 式 @ 左边 变 为 
00, + 014 = OH + HO, + PH + HO, 

易 得 ”OH + HO, > 004, HO, + PH > 044 
故 O001 + 014 = OH + HO, + HO, + PH > 00, + 04A 
与 式 @ 矛 盾 . 

因此 ,0 不 在 四 边 形 04PO3D 内 (包括 边界 ). 

同 理 可 得 ,0 不 在 四 边 形 401004, 0, BOP, Q0,C0, 内 (包括 
边界 ). 

(2) 假设 0 të + APOQ 内 , 则 有 

00, + 00; > 0103 = 04D + 028 
03C+04 = 040+ Q0, > 00, + 00, 

以 上 两 个 不 等 式 两 边 分 别 求 和 得 

00, + O14 + 003+ O03C > 00; + 0;B + 00, + 0,D 

5 O 矛盾 、 

从 而 证 明了 , 如 果 梯 形 ABCD 不 是 平行 四 边 形 , 则 在 梯形 
ABCD 内 没有 满足 式 D 的 点 0. 


QD 如 图 156, 在 全 4BC 中 ,人 4 = 69, A ABC 的 内 切 圆 了 分 
别 切 边 48 ,4C 于 点 D, 尼 ,直线 DE 分 别 与 直线 BI, CI 相交 于 


点 F G, 证 明 : FG = + BC. ( 张 月 程 供 题 ) 
(2006 年 中 国 东南 地 区 数学 奥林匹克 ) 


证 法 1 分 别 联结 CF, BG,1D,1E,41, 则 4,D,1,E 四 点 共 
W.S ZIDE = 二 人 4, 从 而 


LBDF =% ++ ZA 


X LBIC -18p - T (ZB + ZC) =% ++ ZA 
所 以 LBDF = Z BIC 
又 人 DBF = 人 CB1, 得 人 FDB o ACIB. PVA 
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FB _ DB 


CB = IB 
又 由 人 DBI = Z FBC ,i8 A IDB co ACEFB, 所 以 CF | BF, 
从 而 FC = 1⁄4 = 30. 
同 理 BG | GC, 所 以 B,C,F,G 四 点 共 圆 , 由 此 


FG 
ain Z Fa = BC 
所 以 FG = 二 BC 


z 


证 法 2 因为 
ZBIG = 4(LB+ LC) 


又 因为 LBDG = LADE = ZLA - L(ZB + ZG) 
所 以 B,D,1,G 四 点 共 圆 ,因此 
~BCC = ZX BDI = %0 
F CFB = 90, 所 以 B,C,F,G 四 点 共 圆 .又 
Z FCG =9%p - Z FBC - Z BCI = 
9 - +(ZB + ZC) = 30 


所 以 FG = BC sin Z FCG = + BC 


(Z 在 RtA4BC 中 ,LA4 = 9, Z B > Z C,0 J A ABC 的 
外 接 圆 的 圆心 , ,is 是 圆 0 的 两 条 切线 , 切 点 分 别 为 4,B. 设 
IS} = BC Nu,iD} = ACN le 
IE] = AB N DS,iT} = CENW, 


Xi P kl, 上 的 点 , 且 使 得 EP | 1,,Q(Q = C) 是 CP 与 圆 
0 的 交点 ,R 是 QT 与 圆 0 HZA. SIU} = BRN LER: 


SU - SP _ SA? 
WP 


(2005 年 第 18 局 韩国 数学 奥林匹克 ) 


证 明 i BA 的 延长 线 与 圆 0( 过 点 C) 的 切线 交 于 点 E'. Hi 
帕斯卡 定理 ,S$,D,E' 三 点 共 线 ,从 而 ,E' = E. 因 此 ,点 R, Q 的 位 
置 如 图 158 所 示 . 

由 切割 线 定理 得 

TA? = TR + TQ,SA? = SB - SC 
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故 | 
SA? _ SB: SC 
TA? 7 TR ° TQ 9 
BX = 70 N CB. 由 梅 涅 劳 斯 定理 得 
XR TU SB _ @ 
RT ` US ` BX 7 | 
XQ. TP SC _ 
QT ` PS cx"! ® 
由 相交 弦 定 理 得 
XR > XQ = XB+ XC @ 
AR 0,0,0,0 44 


SU, SP _ XR, SB, XQ , SC 


TU TP RT BX QT CX ` 


SB- SC XR: XQ _ SA2 
TR - TQ XB* XC 7 TA? 


Œ 如 图 159, 圆 0 与 圆 0, 交 于 4,B 两 点 .过 点 O, 的 直线 
DC 交 贺 01 F D 且 切 贺 0, 于 C, CA 切 贺 0, 于 4, 贺 O W 


AE 与 直线 DC 垂直 .过 4 作 4F 垂 直 于 DE ,为 垂直 .求证 : BD 
平分 线段 AF.( 边 红 平 供 题 ) 
(2005 年 中 国 西部 数学 奥林匹克 ) 


证 明 it AE Z DC T H,AF 2: BD 于 G6, 联结 AB,BC,BH, | 
BE , CE , CH, 由 对 称 性 知 CE 边 也 是 贺 01 WIWER, H HAE 的 中 点 . 


因为 
LHCB = Z BAC, Z BAC = Z BEH 
所 以 Z HCB = Z HEB 
H,B,C,E WARA, FÈ 
Z BHC = 人 BEC 
x BEC = ZX BDE 
所 以 
Z BHC = Z BDE ° 
而 
AF | DE= Z AGB = > - Z BDE © 
AE L DC=ZAHB = > - LBHC @ 
由 人 @OG@ 得 


Z AGB = Z AHB 
所 以 A, G, H, B 四 点 共 圆 ,进而 
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ZAHG = LABG = LAED 
于 是 GH // DE. 而 H 28 AE 的 中 点 , 故 G 为 4AF 的 中 点 . 


CD i A ABC 中 人 4 内 的 旁 切 圆 与 BC, CA, AB 分 别 切 于 点 
Ai» Bi, C), Z B 内 的 旁 切 圆 与 8C, CA , AB 分 别 切 于 点 4,, Ba, 
C;, Z C 内 的 旁 切 圆 与 BC, CA, AB 分 别 切 于 点 As, Bs, C3. 求 


公 A1B1C1, 全 A2B2C2, 公 A3B3C3 的 周 长 之 和 与 A ABC 的 外 
接 贺 半径 之 比 的 最 大 值 . 
(第 12 届 土耳其 国家 数学 奥林匹克 ) 


W am 
AiCi = 2(p - c)cos È ,AıBı = 2(p - b)cos £ 
B,C, P 
It p X A ABC 半 周 长 . 则 
3 
T = 2 (AG, + AB; + BiCi) = 
Im 
> [20 - c)oos Ë +2(p - boos £ + 2psin £] = 
Dfa +b- chos $ +(a+c- beos E] +2p Dsin4 = 
pa a = 


4R Dsin A ° cos + 和 +2RYsin4， Ysin 
因为 (sin A) = l AY =-sinA < 0, 则 


Esin A <3 sin 486 -238 


同 理 Esinti 

故 2Dsn A: i 4 < 983 

x 2sin A - cos 2 i a: 

则 45 lsi À = eos Á 4 <25 (1+sin4)< 
3. 3)=- 5 

所 以 FETTE E 


当 且 仅 当 公 4BC 为 正三 角形 时 ,上 式 等 号 成 立 . 
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GD 如 图 160, 过 圆 外 一 点 已 作 圆 的 两 条 切线 Ph ,PB,4, 有 为 
切 点 ,再 过 点 尸 作 圆 的 一 条 割 线 分 别 交 圆 于 C,D 两 点 ,过 切 


点 B f PA 的 平行 线 分 别 交 直 线 4C ,4D 于 E,F. 求 证 : BE = 
BF. ( 冷 岗 松 供 题 ) 
(2005 年 第 五 届 中 国 西部 数学 奥林匹克 ) 


证 明 ”联结 BC,B4,BD; 则 人 ABC = 人 PAC = 人 E. 所 以 ， 


BE _ AB 
AABC o 人 4EB. 从 而 8C = 4C，, 即 
AB : BC 
BE = 全 和 ° 
X. ZABF = 人 PAB = LA4DB, 所 以 人 4BF 人 4DB, 从 而 
BF _ AB 
BD = ap 
>- _ AB- BD 
BF = D © 
另 一 方面 ,因为 APBCwm 人 PDB, 人 PCA APAD. PI 1 
BC _ PC AC _ PC 
BD = PB'AD `" PA 
而 PA = PB, 所 以 
BC _ AC 
BD 7 AD © 
BC _ BD = z pl = BF 
TË C = ap k DOO 三 式 即 知 BE = BF. 


O CAN w 是 等 边 A ABC 的 外 接 圆 , 设 贺 o 与 圆 w 外 切 
且 切 点 蜡 于 点 4,B,C, 点 A, Bi, Cl 在 圆 wl E, HE A, 


BB1, CC, 与 圆 wi 相 切 .证 明 : 线 段 AA), BB,, CC, 中 的 一 线段 
的 长 度 等 于 另 两 线段 长 度 之 和 . 
(2004 年 泰国 数学 奥林匹克 ) 


解法 1 
般 性 , 设 圆 w MA o, 的 切 点 位 于 AB 间 靠 近 4 的 一 边 . 
记 0,0| 分 别 是 圆 w, 圆 wi 的 圆心 . 


i LOLOA =a. W 
Z0,0B = 120 - a,Z0,0C = 120 + a 
由 余弦 定理 得 


AA = AO} - ri = 2 + (r+ ri)? — 2r(r + ri)cos e - r = 


如 图 161, 设 r,r 分 别 是 圆 w, 图 w 的 半径 .不 失 一 


| 
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2r(r+ ri)(1- cosa) = 4si + ` r(r + ri) 
注意 到 0 < a < 120, 所 以 
pr? < 2sin + * rr + r) 
同 理 BB, = 2sin(6P - +) Vr + r) 
CC, = 2sin( bp + 2]. /7Gr 3 rO 
因此 
44 + BB = 2/7(r + ri)[sin$ + sin[ Go - 3)] = 


2V rr +n)sin(6P + $) = cc, 


解法 2 ”如 图 162, 假 设 圆 w Mo 相 切 于 点 六, 且 六 位 于 劣 
弧 奶 上 . 设 直 线 AX, BX, CX 分 别 交 圆 w FA A,B,C. 


注意 到 ,以 为 中 心 , - 为 位 似 比 的 位 似 变换 将 A ABC W: 
射 到 公 4'B'C', 所 以 ,全 4'B'C' 是 等 边 三 角形 . 
由 托 勒 密 定理 有 
AC +> BX + AX > BC = AB > CX 
因为 人 4BC 是 等 边 三 角形 ,所 以 
AX + BX = CX 


$ m = EE ARRABA 
AA' = m+ AX,BB' = m+ BX,CC' = m + CX 
于 是 ,AX + BX = CX 意味 着 


AX ` (m > AX) + V BX - (m > BX) = V CX » (m » CX) 


即 AX- AA + / BX > BB = V CX - CC 
由 点 4,8,C 关 于 圆 w 0038. 49 
AA, + BB, = CC, 


(S 如 图 163, 设 点 P 在 个 4BC 的 外 接 圆 上 ,直线 CP 和 AB 相 
ZFA 已 ,直线 BP 和 AC 相交 于 点 忆 , 边 AC 的 垂直 平分 线 交 
W AB FAJ, Ù AB 的 垂直 平分 线 交 边 AC FAK. RE: 
CE? _ AJ- JE 
BF? ` AK + KF E 
( 叶 中 豪 供 题 ) £ 
(2005 年 第 4 届 中 国 女子 数学 奥林匹克 ) 图 163 
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证 明 ”如 图 164, 联 结 BK, CJ. 
ZE = LABP - Z BPE 
而 由 4,B8,P,C 四 点 共 圆 , 知 人 BPE = 人 4, 故 
ZE = ZABP - ZA 
又 由 KA = KB, 知 人 A = 人 ABK, 故 
ZE = LABP - LABK = LKBF 


同 理 
ZF = 人 JCE 
由 ,四 得 AJEC o AKBF 
由 此 
CE _ JC _ JJ @ 
BF `" KF = KF 


将 @,@ 两 式 的 左 端 和 右 端 分 别 相 乘 即 得 结论 . 


AD 已 知 圆 O, 在 圆 0; 的 内 部 , 且 圆 O, SA 0, 相 切 于 点 A, 
过 4 作 直 线 交 加 O01 于 B, 交 圆 0, T C. BENO 的 切线 ， 


与 圆 0, 交 于 点 DD 入, 过 点 C 作 圆 01 的 两 条 切线 , 切 点 分 别 
为 ,6G. 证 明 :D,E,F,G 四 点 共 圆 . 
(2005 年 第 19 届 北 欧 数学 竞赛 ) 


证 明 ”如 图 165,1EDU 01, 圆 O, 的 公 切 线 AH 与 DE 交 于 点 
H, 有 


LHAB = LHBA 
在 圆 O, F 
LHAB = 4 4C 0 
ZHBA = + 4D + + C @ 


综合 式 0,@ 得 CD = CE, 即 CD = CE. 


在 圆 02 中 ,人 ZDAC = + DO = + CÈ = LCDE, 又 人 DCB 
= 人 4CD ,所 以 ,全 CDB o A CAD. 


CD _ CA Aog . 
p = cp: ËD CD? = CA > CB. 


因为 CF? = CA - CB( CF 为 圆 0 的 切线 ) ,所 以 
CF? = CD2,CF = CD 
CD = CE,CF = CG 
CD = CF = CG = CE 


Ër y 
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FVA, D,F,G,E 四 点 共 圆 ,C 为 圆心 . 


(S> E RtA ABC iF, Z ACB = 90, A ACB 的 内 切 圆 0 分 别 与 
边 BC,CA,AB 相 切 于 点 也, 天 ,下 ,联结 4D ,与 内 切 圆 0 相交 


于 点 P, 联 结 BP, CP, 若 人 BPC = 90 ,求证 :AE + AP = PD. 
GERPE) 


(2006 年 中 国 数学 奥林匹克 ) 


证 明 设 4 = AF = x,BD = BF = y,CD = CE = z, 
AP = m,PD = nm. 因为 
Z ACP + Z PCB = 90 = LPBC + Z PCB 
LACP = X PBC 
延长 AD 至 点 Q, 使 得 AQC = Z ACP = 人 PBC ,联结 BQ, 
CQ, 则 P,B,Q,C 四 点 共 圆 , 令 DQ = 1, 则 由 相交 弦 定 理 和 切割 
线 定理 可 得 


所 以 


yz = nl (0) 


x2 = m(m + n) @ 


因为 AhCPw A40C, 所 以 4 = ApH 
(x+2z) =m(m+n+l) © 

在 Rt 人 4CD #ll RA ACB 中 ,由 勾 股 定理 得 
(z +z)'+ 2 = (m + n° @ 
@ 


(y+2) + (z+ x)' = (x + y) 


图 -@, 得 
2 + 2zx = ml @ 
P < 
@:@ 得 a 
所 以 
yz _ mn 
22 + 2zx m © 
ORTOR @ 9 
2.522 (a+ n = (s + 2 + 2 
z + 2zx 
整理 得 
+) @ 
又 式 @ 可 写 为 


由 四 ,@ 得 


第 二 章 ” 有 关 圆 的 试题 
DIERZHANG YOUGUAN YUAN DE SHITI 


x —4 
z+2x y+z @ 
又 式 @ 还 可 写 为 
yrz: 2=- @ 


把 上 式 代 入 O, ME y + z, 得 
322 -2xz - 22? = 0 


解 得 += AH, 
代入 @, 得 araa A, 
结合 @, 得 ml 
从 而 a = i +1, 


Z 
所 以 ,x + m = n, W AE + AP = PD. 


G fE A ABC 中 ,4B < BC, 点 7 为 其 内 心 ,于 是 边 4C 的 中 


点 ,N 是 外 接 圆 上 的 45C 的 中 点 .证 明 :和 1MA = Z NB. 
(2005 年 第 31 届 伐 罗斯 数学 奥林匹克 ) 


证 明 ”如 图 167, 过 点 M 作 外 接 圆 的 直径 NP. 则 
NBP = Z NAP = 9% 
于 是 ,P RAC 的 中 点 ， 
故人 4BP = 人 CBP, 即 BP 是 人 ABC 的 平分 线 . 
因此 ,1 位 于 BP E. 
H T: LAIP R: A ABB 的 外 角 , 所 以 
ZAP = LBAI + ZABI = BC + CABC - 


Z AC + Z CBP = Z AC + Z CAP = ZAP 


由 此 可 得 AP = IP. 
由 于 AM 是 RtA NAP 的 高 ,所 以 
AP _ NP 
MP ` AP 
从 而 ss 
故 A PMI o Á PIN 
”因而 Z PMI = ZX PIN 
显然 Z IMA = Z PMI - 9 


又 A BNI 为 直角 三 角形 ,所 以 
INB = Z PIN - Z IBN = X PIN -9% = Z IMA 
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CD 如 图 168, 全 4BC 中 , 设 4B > 4C, 过 4 作 人 4BC 的 外 接 
圆 的 切线 1. 又 以 4 为 圆心 ,4C 为 半径 作 贺 分别 交 线段 4B 于 
D, 交 直线 IT E,F. 


证 明 : 直 线 DE ,DF 分 别 通过 A ABC 的 内 心 与 一 个 旁 心 . 
( 注 : 与 三 角形 的 一 边 及 另 两 边 的 延长 线 均 相 切 的 圆 称 为 三 角 
形 的 旁 切 圆 , 旁 切 圆 的 圆心 称 为 旁 心 . ) 
(2005 年 全 国 高 中 数学 联赛 加 试题 ) 


证 明 (1) 先 证 DE š A ABC 的 内 心 . 

如 图 169, 联 结 DE ,DC , 作 Z BAC 的 平分 线 ,分 别 交 DE FI, 
DC 于 G, 联 结 1C, 则 由 AD = 4C, 得 4G | DC,ID = IC. 

又 D,C,E 在 贺 4 上 ,所 以 人 I4C = 44mc = 人 1EC, 从 而 
A,1,C,E 四 点 共 贺 ,所 以 人 CIE = 人 CAE = 人 ABC, 而 人 CIE = 
2 人 ICD, 于 是 


LICG = + ZABC 
MA ZA = LICC + LICG = 9 +$ ZABC 
ZACI = T ZACB 
# 1 为 公 ABC 的 内 心 . 
(2) 再 证 DF 过 A ABC 的 一 个 旁 心 . 
联结 FD 并 延长 交 Z ABC 的 外 角 平 分 线 于 五 ,联结 I, Bh, 
B1, 由 (1) 知 ,7 为 内 心 ,所 以 人 1Bn = 9° = LED, FE D, B, 
1.1 WAHA. 
因为 
BIN = Z BDI, = 9p - Z ADI = 


[1 ZB4c + Zape) - Zapi = 


1 ZBC + ZIDG 


所 以 A.I. 共 线 ， 
因此 ,六 是 人 48BC 的 BC 边 外 的 旁 心 . 
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(9 FE AABC,AB = AC,P 在 边 BC 的 延长 线 上 ,X 和 Y 分 |i 
别 是 直线 AB 和 4C 上 的 点 . PX // AC, PY // AB,T Ë: A ABC 


外 接 圆 上 弧 8C 的 中 点 .证 明 : PT | XY. 


(2004 ~ 2005 年 第 22 届 伊 朗 数学 奥林匹克 ) 


证 明 ”如 图 170, 设 M 和 AN 分 别 是 7 在 EX 和 PY 上 的 正 交 投 
影 , 可 以 得 到 
PY. PC 
B = BC 


PN = PB ` sin £ 


所 以 PN > PY = PB - PC - ÂÈ - sin À. 
同 理 PM - PX = PB ° PC ` Ê .sin 


由 于 AB = 4C ,所 以 
PX > PM = PN » PY 
因为 M 和 NN 分 别 在 以 TX MTY 为 直径 的 圆 上 , 故 点 尸 在 分 别 
以 TX 和 7Y 为 直径 的 两 圆 的 根 轴 上 . 
设 K 是 分 别 以 TX 和 7Y 为 直径 的 两 圆 的 另外 一 个 交点 ,于 是 ， 
T,K,P 三 点 共 线 ， 


XYKT = XKT = 要 ,所 以 ,PT L XY. 


《39 AABC 的 外 接 圆 的 圆心 为 0,4' 是 边 BC 的 中 点 ,44/ 
与 外 接 圆 交 于 点 如 ,40。 L 40 ,点 0。 在 40 上 ,过 点 4 的 外 


接 圆 的 切线 与 4'0。 相交 于 点 已 .用 同样 的 方式 ,可 以 构造 点 
P, 和 已 .证 明 : P. , P, , P, 三 点 共 线 . 
(2004 ~ 2005 年 第 22 届 伊 朗 数学 奥林匹克 ) 


证 明 ”可 以 证 明 它 们 都 在 圆 0 与 九 点 圆 的 根 轴 上 . 

如 图 171, 把 全 4BC 位 似 变换 到 公 4'B'C' .人 4BC 的 重心 为 位 
似 中 心 ,位 似 比 为 -十 ， | 

在 这 种 变换 下 ,40 变 成 了 4'N, 其 中 六 是 九 点 圆 的 圆心 .所 以 

A'N // AO,A'P, LA'N 

故 AP, 是 九 点 贺 的 切线 . 

易 知 ZOAB + ZC = 90, 则 人 BAh4’ + 人 4'40 + ZC = 
90P( 不 妨 设 AB < AC). X. 
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Z P.A" = LBAN + LC 
LPA = 9 - ZA'A0 
Z P,A"A' = Z P.A'A" 
所 以 A'P, = A'P, 
所 以 ,已 EWO 与 九 点 圆 的 根 轴 上 . 
同 理 , P,, P. 也 在 圆 0 与 九 点 圆 的 根 轴 上 . 


如 图 172, 在 锐角 A ABC 中 ,4D, BE, CF HRR, H HE 
心 ,过 4, 甩 的 圆 0 与 48 ,4C 分 别 交 于 Q,P( 均 不 同 于 4). 若 
CR _ ED 


全 0PQ 的 外 接 圆 与 BC 切 于 R, 求 证 :BR = FD' 


(2006 年 中 国 国家 集训 队 测 试题 ) 


证 明 ”由 4A,P,H,Q 共 圆 , 知 
LHPE = ZHQF 
故 AHPE V AHQF 


A PE_QF PE _ QF_ PC QB _ 
所 以 EH = FH® CE = BF” EC * FB "2 
取 PC 的 中 垂 线 交 BC FR, M 


BR, = 4- Æ. BC 


FB 
所 以 CR, + BR, = BC 
故 R I.R, 重合 , 记 为 Ro. 这 样 
PRo = RoC 
QRo = RoB 一 PRoQ = x - (x= - 2B) - (x - 2C) = 
x - Z P0Q 


故 P, Ro, Q, O 四 点 共 圆 . 
这 样 Ro E BC N M POQ, THR BC HA POQ 于 R, 所 以 
Ro =R, 故 PR = RC,QR = RB. 


I AH HRAM, W 人 HOM =} LHOA = 人 HQF, 所 以 ， 
人 HOM > À HQF o A HPE FRV A QOP š À FME 是 关于 有 为 
中 心 的 旋转 位 似 , 公 QOP 的 外 接 圆 与 人 FME 外 接 圆 是 关于 万 为 
中 心 的 旋转 位 似 .而 D E A FME 的 外 接 圆 上 ( 即 为 全 4B8C 的 九 点 
圆 ), 则 其 旋转 位 似 点 D, WE Z HDD, = 90,4 D, Œ BC E.X D, 
在 入 OOP 的 外 接 贺 上 ,所 以 D, = R, 这 样 我 们 有 四 边 形 DFME co 
四 边 形 RQOE , 故 
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ED _ RP _ CR 


FD 7 RQ ` BR 


已 知 非 等 腰 锐 角 OABC, AA, BB, 是 它 的 两 条 高 , 又 线 
BAB 与 平行 于 AB 的 中 位 线 相交 于 点 C'. 证 明 : 经 过 


A ABC 的 外 心 和 垂 心 的 直线 与 直线 CC' EH. 
(第 31 局 俄罗斯 数学 奥林匹克 ) 


证 明 ” 先 给 出 下 面 的 一 些 概念 : 

fü 0X? - R2 称 为 点 六 关于 以 0 为 圆心 ,以 R 为 半径 的 圆 的 
F. 

关于 两 个 圆 有 相同 的 宕 的 点 的 轨迹 称 为 这 两 个 圆 的 根 轴 . 根 

轴 一 定 是 直线 . 

两 个 相交 的 圆 的 根 轴 就 是 经 过 它们 的 两 个 交点 的 直线 . 

如 图 173, 在 公 4BC 中 ,分 别 将 边 BC, CA 的 中 点 记 作 4o, Bo, 
将 三 角形 的 垂 心 记 作 五, 外 心 记 作 0. 

因为 点 4,B,41,B 位 于 同一 圆周 上 (48 为 其 直径 ), 所 以 

LCBiA! = LCBA = LCAoBo 
故 点 Ao, Bo, Ai, Bi 位 于 同一 圆周 w 上 . 
将 以 CH 为 直径 的 圆周 记 作 wz ,将 以 CO 为 直径 的 圆周 记 作 


wa. 易 知 ,点 Av, Bi 位 于 圆周 w 上 ,而 点 4o, Bo 位 于 圆周 wu E. | 


因此 ,点 C 关于 圆 w 和 圆 o> 有 相同 的 宕 ,关于 圆 w MA o; 
也 有 相同 的 宕 . 

从 而 ,点 C' 关于 圆 w MA w3 有 相同 的 寡 , 即 位 于 它们 的 根 
轴 之 上 . 

所 以 ,直线 CC' 就 是 圆 w MA o, 的 根 轴 . 

故 CC' 垂直 于 这 两 个 圆 的 圆心 连 线 ， 

Xl o> 和 图 o> 的 圆心 分 别 为 线段 CH 和 CO 的 中 点 ,它们 的 
连 线 平行 于 直线 OU , 则 OH | CC' . 


(> 如 图 174,1 是 全 4BC 的 内 心 ,村 是 BI 的 中 点 ,E 是 BC 的 
中 点 , 严 是 A ABC 外 接 圆 BC 弧 的 中 点 ,N 是 EF 的 中 点 ,MN 


Z BC 于 DD. 求 证 :和 ADM = Z BDM. 
(2006 年 中 国 国家 队 培 训 题 ) 


证 明 熟知 BF = IF, FM | BI. 
先 证 AAB co A MEF, FE: A AMB o A MNF. 
如 图 175, 过 4 作 4K | BI1, 垂 足 为 K, 并 延长 交 BC 于 L. 因 BI 
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是 角 平 分 线 , 故 BK E AL WHER, MA = ML. 

又 记 MF X BC T D',W| (BDM = 人 BD'MH - ZFMN = 
< BAK - 人 BAM = 人 MAK, 由 此 A.M, D, L WARE. 

所 以 人 BDM = 人 MAK = ZMLK = 人 MD4. 证 毕 . 


(3 已 知 锐角 人 4BC, 人 Bh4C = 60P,AB = c,4C = b,b > c, 
A ABC 的 垂 心 和 外 心 分 别 为 M fü O , OM 与 4B,AC 分 别 交 于 
A X,Y EH; 


(1)A437 的 周 长 为 b + c; 
(2)OM = b- c. 
(2004 ~ 2005 年 匈牙利 数学 奥林匹克 ) 


证 明 (1) 如 图 176, 易 知 
< C0B = 2LBAC = 12 2, Z CMB = 人 4+2(9pP - ZA) = 120 
因此 ,C,0,M,B WASH. 
因为 CP | 4B, 则 
ZAXM =% - Z XMP = WF - LOMC = 
90 - LOBC = 6 


故 LMXB = 12% 
XIN ZABM = 30, 则 人 XMB = 30. 所 以 
MX = XB 
同 理 , YM = CY. 


Ë AY + YX + AX = AY + YC + AX + XB = b + c. 
(2) 设 40 = R. 则 
b - c = 2R(sin B — sin C) 


,sin LOCM _ zp. .sin LOCM _ 
易 知 OM = BC sin Z GMB = 2Rsin Z CAB ` Sin Z CMB = 
2Rsin Z 0CM = 2Rsin( B - A) 
故 b - c = OMesin(120° - C) - sin C = sin(60 - C) 


Leos C + Lein C- sin C = Beos C-L sin € 


2 
上 式 显然 成 立 , 故 原 命题 成 立 . 


如 图 177, 全 4BC 中 ,AH 是 BC 边 上 的 高 ,D 是 直线 BC 上 
任 一 点 .0,01,0s 分 别 是 人 4BC, 公 4BD, 公 4CD 的 外 心 ,N， 
Ni, N, 分别 是 人 4BC, 公 ABD, 公 4CD 的 九 点 圆心 . 设 0' 是 


A, 0,01, O1 (EER (Salmon) M) 的 圆心 , 作 0'E | BC, 
EEX E.RIE:H,E,N,Ni, N, 五 点 共 圆 . 
《2006 年 中 国 国家 队 培 训 题 ) 


证 明 ” 先 给 出 一 个 引 理 . 
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引 理 : 如 图 178, 公 4BC 中 , 记 外 心 0 关于 BC 边 的 对 称 点 为 
0' , 则 九 点 圆心 Wi 是 40' 的 中 点 .( 证 略 ) 
如 图 179, 作 4,0,01,0; 诸 点 关于 BC 边 的 对 称 点 ,这 些 对 称 


点 仍 构成 共 贺 四 边 形 .再 以 点 4 为 位 似 中 心 , 作 十 的 位 似 变换 , 即 
可 知 所 得 到 点 H, N, N, Na 一 定 共 贺 .( 且 顺便 得 知 所 共 辆 的 大 小 
恰 是 萨 莹 加 的 一 半 1!) 

FERIER 入 ,使 AA” // BC. 因 此 O'E 所 在 直线 是 AA 
RER. ME A” XF BC 边 的 对 称 点 4”. 易 知 44” 的 中 点 恰 是 EE， 
于 是 也 在 上 述 位 似 后 的 图 上 、 


A 已 知 锐角 A ABC 的 垂 心 为 吾 , 内 心 为 7, 且 满 足 AC > 
BC,CH,CI 分 别 与 A ABC 的 外 接 圆 交 于 点 D,L. 证 明 : 


< CIH =W 的 充分 必要 条 件 是 IDL = 90?. 
(2005 年 保加利亚 国际 数学 奥林匹克 选拔 赛 试题 ) 


证 明 ”如 图 180, 设 AABC 的 外 心 为 0, 外 接 贺 半径 为 R, 点 
有 在 CL 上 的 投影 为 0, HQ XLO 于 点 K,10 与 圆 0 交 于 点 S$,CL 
交 DS FA P, AB 分 别 交 LO ,CD 于 点 M,N. 

因为 /4HD = 人 ABC = ZADH,B DH | 4B, 所 以 ,DH 的 
中 垂 线 为 AB. AT, N 是 DH 的 中 点 . 

又 因为 DC // SL, HK // CS ,所 以 ,四 边 形 DLKH 是 等 腰 梯形 . 
于 是 ,4B 是 LK 的 中 垂 线 ,因此 ,有 


故 = = 
因为 PO | LS,LC L SC, 所 以 
ALP o ALCS 


于 是 = t "I 
易 知 LB? = IS LM = 2R » IM 

又 因为 [0， LP = 2R ILM, 所 以 

LP - IQ = LB? 

由 于 LB = 也 ,可 得 LP + LQ = LP. 

特别 地 , 8 = 1 等 价 于 已 = I. 

又 因为 人 CI = W 等 价 于 Q = 1, Z ID, = W 等 价 于 已 = 
1,4, CIH = 90P 的 充 要 条 件 是 LIDL = 90. 
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(0 如 图 181, 在 人 4BC 中 ,D 是 BC 边 上 一 点 , 设 01, 0 分 别 
是 AABD, AACD 的 外 心 ,0' 是 经 过 4, 0i, 0 三 点 的 圆 之 圆 


心 . 记 和 全 4BC 的 九 点 圆心 为 Ni. 作 O'E LBC ERR E.K 
证 :NE // AD. 
(2006 年 中 国 国家 队 培训 题 ) 


证 明 ”如 图 182, 设 O 和 如 分 别 是 A ABC 的 外 心 和 垂 心 , 联 
结 40, 作 O'L L A0 , 垂 足 为 了 上, 作 LK 上 4, 垂 足 为 K, 作 OM | 
BC, 垂 足 为 M, 作 NF | BC,» F. 由 AH = 20M,NF = 
M + HG 易 知 


AK = NF ° 
又 因为 OL 在 BC 上 的 射影 是 EF , fi AL fEAG EB 9KAEAK, 


且 两 者 夹 角 相 等 (都 等 于 十 | ZB - ZC I), 


EF ` AK ° 
h Q,@ A RAAL co Rt 人 NEF ,得 
LAO'L = LNEF @ 
而 由 图 183, 又 易 知 
LAO'L = LADC @ 
由 四 ,@ 得 LNEC = LADC 
所 以 NE // AD 


(2D 已 知 圆 0, SA 0, 外 切 于 点 7, 一 直线 与 圆 O, 相 切 于 点 
XX, 与 贺 O 交 于 点 4,B, 且 点 四 在 线段 4X 的 内 部 ,直线 XT 与 


M 01 交 于 另 一 点 S.C 是 不 包含 点 4,8 的 从 上 的 一 点 ,过 点 
C 作 圆 0; 的 切线 , 切 点 为 Y 且 线段 CY 与 线段 S57 不 相交 ,直线 


SC 与 X 交 于 点 7. 证 明 : 
(1) C,T,1,Y 四 点 共 圆 ; 
(2) 7 是 人 4BC 的 ZA 内 的 旁 切 圆 的 圆心 . 
(2005 年 保加利亚 国家 数学 奥林匹克 ) 


证 明 (1) 作 辅 助 线 如 图 184 所 示 . 
AAST = 他, 则 
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JA, A SAT o A SXA. 
# ZXAS = ZATS,BDBS = AS. 


所 以 ,S RAB 的 中 点 . 
因为 ZTC1 = ZTAS = 人 BXT = 人 TYX. 
所 以 ,C,T,T,Y WARA. 
(2) HF ASAT o ASXA, WA SA? = ST- SX. 
X C,T,1,Y 四 点 共 圆 ,有 
ACT = ZCYT = ZTXY 
于 是 ,ASU ASIT. 
因此 ,SP = ST- SX. 所 以 ,SA = SI. 
i ZX BAC = a ,Z ABC = B, ZACB = y, 则 
2. = 4 


PA 


ZACS = 7 


H x 
= 47-27) = 2 - 


故 LBC1=x- 人 BCS=x-(Y+ 于 -学 ) = 于 -之 
因此 ,CI 是 Z ACB 的 外 角 平 分 线 . 
又 因为 SB = SA = SI, Z BSI = 人 BSC = a, 所 以 
~_T-LBS x a 
ZBI = 一 个 = 3 - 2 
在 人 BCI 中 ,可 得 人 CBI = 2 - £ BI 是 Z ABC 的 外 角 
平分 线 , 所 以 ,点 /是 全 4BC 的 ZA 内 的 旁 切 圆 的 圆心. 
如 图 185, 在 全 4BC 中 ,D 是 BC 边 上 一 点 , 设 01, 0? 分 别 
Æ A ABD, AACD 的 外 心 ,0' 是 经 过 4,01,0; 三 点 的 圆 之 圆 
心 ,求证 :0'D | BC 的 充 要 条 件 是 : AD 恰好 经 过 公 ABC 的 九 
点 贺 


(2006 年 中 国 国家 队 培 训 题 ) 


证 明 Hk A ABC 的 外 心 0, 则 熟知 4,0,01,0; 四 点 共 圆 ( 萨 
RM). BA AA0, 0, A ABC, H 0102 是 AD 的 垂直 平分 线 . 作 | 
顶点 4 关于 BC 边 的 对 称 点 4 , 易 看 出 人 40'Dw 公 404'. 设 BC 
边 高 的 垂 足 为 C, 再 取 AO 连 线 的 中 点 工 , 则 LG 是 全 404' 的 中 位 
线 ,进而 知 人 40'D 人 4LG. 得 

LO0'DA = LLGA ° 

再 作 外 心 O 关于 BC 的 对 称 点 7 ,如 图 187 所 示 , 由 AH = 
20M = *00” SAO" 经 过 九 点 圆心 N,. QE : A ABN, 2 A 0”0N;) 
— H DM KAO" SRL ADC = 人 LMC; 在 直角 梯形 A4OMG 中 ,得 | 

“人 LIMG = Z LGM. k 
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LADC = ZX LGM @ 
而 Z LGM + Z LGA = W 
将 四 ,@ 代 人 得 Z 0'DA + Z ADC = W 


所 以 0'D | BC. 


设 4,B,C 是 圆 0 上 三 个 不 同 的 点 ,过 点 B,C 分 别 作 与 
BC 3 H 00 ER h Tü z, AB 的 中 垂 线 与 A 交 于 点 严 ,4C fy rh aE 


线 与 z 交 于 点 6. 证 明 : 当 B,C 固定 时 , BF - CG 不 依赖 于 点 
A 的 选取 . 
(2005 年 德国 数学 奥林匹克 ) 


证 明 ”如 图 188, 设 D,E 为 4B,4C 的 中 点 . 则 FD | AB, 
GE | AC. 所 以 


Br- BD _ BD _ AB 
= Sin Z BFD = sn LABC = 2sin Z ABG 
AC 
M= CC = Zin ZAGB 
故 BF + CC = AB > AC. 


4sin ZABC * sin ZACB 7 


4R2sin ABC : sin ZACB _ R 
4sin Z ABC - sin ZACB 一 


CD A ABC 的 角 平分 线 BB, 和 CC, 交 于 点 1. 直线 BC 交 
A ABC 外 接 圆 于 点 M A N. WEI: AMIN 的 外 接 圆 的 半径 是 


A ABC 外 接 贺 的 半径 的 2 售 . 
(2006 年 俄罗斯 数学 奥林匹克 ) 


证 明 HAFIR Al, BI 和 CI 分 别 与 外 接 圆 交 于 点 Ao, Bo 


和 Co. 点 Bo 和 Co 分 别 是 圆 弧 4C MAB 的 中 点 .过 点 4 作 直线 平行 
于 直线 BoCo, 与 角 平 分 线 分 别 交 于 1, M lc. RIIE 
LAlBo = LABBo + Z BAA = 
ZLBoBC + Z CAA = Z BoAl 
因此 ABAI 是 等 腰 三 角形 (Bo4 = Bo7). 类 似 地 ,Co4 = Col. i 
人 BoACo 2 À Bo ICo | 
进一步 ,线段 BoCo 是 线段 1 的 垂直 平分 线 ,41 是 人 11lc 的 高 . 因 
此 ,BoCo 是 A lolle 的 中 位 线 .这 样 我 们 得 到 下 面 关于 外 接 圆 半径 
的 关系 
R( gllc) = 2R( BoICo) = 2R( BoACo) = 2R( ABC) 
接 下 来 只 须 证 明 ;点 M 和 AN 位 于 A Ille 的 外 接 圆 上 .注意 到 
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LAlpl = LCoBol = LCoBoh = LCoCA = Z ICA 
故 4,1,C,1a 四 点 共 圆 .这 推出 
BiA* B,C = Bil + Bilg 
A-HA, AHA, M,C, N 四 点 共 圆 ,有 
B,A - B,C = B,M .BIN 
这 样 BM BIN = BIT. Bls 
这 推出 点 J 位 于 AIMN 的 外 接 圆 上 . 类 似 地 ,Ic 也 位 于 
AIMN 的 外 接 贺 上 . 


《加 已 知人 4BC 的 外 接 圆 半径 为 R, 圆 心 为 0, 内 接 圆 的 半径 
为 +, 圆心 为 1, 且 1 0.2 ABC 的 重心 为 G. 求 证: 当 且 仅 当 


= cb +c =3a 时 ,IC | BC. 
《2005 年 罗马 尼 亚 数学 奥林匹克 ) 


解法 1 Wb > c. 设 点 4,1,G 在 MB 上 的 正 交 投影 分 别 为 
A.P, G'(M 3 BC 的 中 点 ). 易 知 


Mr = MB - Br = e (p-b) = 2 


2 
又 因为 ©- A'B = b- (a - A'B)2 
则 MC = MA = 二 1MB - 4B1= 
l(a a+ e= -ee 
3\2- 26 6a 


综 上 知 ,IG L BC 等 价 于 了 与 6' 重合 , 即 MP = MG' , 亦 即 
(b-c)(b +c-3a) = 0 

所 以 , 当 且 仅 当 5 = c3Rb + c = 3a 时 ,JG L BC. 

解法 2 用 向 量 的 方法 . 


MAG = 二 (项 + 40). = BAB AC , 知 


Të = ay pralle + e- 20) A + (a + b - 2e) AG) 
本 
AB: AC = 2 
PEREN 


所 以 TË- BË = TG - AC - TG - AB = 
1 


Nar sollte th-2)- 


2 2 2. 
Cate- 2b)? Ge - 30) e= e] - 


AG =- b)(b + c -3a) 
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HT L BGT - BË = 0, 即 当 且 仅 当 5 = cb +e = 3a 
W}, IG | BC. 


(2 在 入 4BC 的 外 接 圆 的 圆 度 4B( 不 含 点 C) 和 圆 弧 BC( 不 
RAA) 上 分 别 取 点 K 和 上 ,使 得 直线 KL 与 直线 4C 平行 .证 


BJ: AABK 和 入 CBL 的 内 心 到 圆 弧 4C( 包 含 点 B) 中 点 的 距离 
相等 . 
(2006 年 俄罗斯 数学 奥林匹克 ) 


证 明 ”如 果 4B = BC ,结论 显然 .下 设 48 < BC. RIH N, 
h IRI 公 AKB Rl A CLB 的 内 心 ,用 P,Q 表示 直线 B1, Bl, S 


A ABC 外 接 贺 的 两 个 交点 ,R RAE MMAB 的 中 点 .由 KL // AC, 
得 4K = BK, 则 PA = QC. 因 为 
LPAN = Z PAK + LKAl = Z PBK + LBAN = 
ZABI, + LBAh = LANP 
所 以 AALP 是 等 腰 三 角形 , PA = Ph. 类 似 地 ,QC = Ql; 这 推 
出 ,Pl = QL. 进 一 步 ,有 
PR = OR, 人 POR = 人 TPR 
故 和 RiP 纪 RD20. 所 以 RN = Rh. 


G 已 知 平面 上 一 个 半径 为 R 的 定 圆 圆 0,4,B 是 贺 0 上 的 
两 个 定点 , 且 4,B, 0 不 共 线 , C 为 异 于 4, 刀 的 点 ,过 点 4 作 圆 
0, 与 直线 BC 切 于 点 C, 过 点 8 作 圆 0; 与 直线 AC 切 于 点 C， 
0, 与 圆 0, 相交 于 点 D( 异 于 点 C). 证 明 : 

(DCD < R; 

(2) 当 点 CERO 上 移动 , 且 与 A, B 不 重合 时 ,直线 CD 
过 一 定点 . 


(2005 年 越南 数学 奥林匹克 ) 


证 明 (1) 如 图 191, 由 圆 0, 和 圆 O, 的 作法 知 


LCAD = Z DCB ° 
ZACD = Z CBD © 
y DA _ DC 
FE, A DAC o> 全 DCB. 故 PC = pp ' Pl 
CD? = DA - DB @ 


对 A ADB 应 用 余弦 定理 得 
AB? = AD? + DB? — 2AD - DB - cos Z ADB 
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AB? > 24D * DB(1 - cos Z ADB) @| 
由 式 @, 外 得 
AB? > 2CD2(1 - cos Z ADB) © 
对 AABC 应 用 正弦 定理 得 | 
AB = 2R .sin 人 4CB 
代入 式 @ 得 
2R? .sin ZACB > CD2(1 - cos Z ADB) @ 
B O, Q@ f 
< CAD + ZACD = LDCB + Z CBD = ZX CAD + Z CBD = 
Z DCB + Z DCA = ZACB © 
则 
ZADC = LBDC = 180 - LACB @ 
进一步 , 易 得 : | 


点 C,D 位 于 直线 4B 的 同 侧 — 
Z CAD + ZX CBD < Z CAB + Z CBA 
点 C,D 位 于 直线 AB 的 两 侧 o 
< CAD + Z CBD > Z CAB + Z CBA 
于 是 ,由 式 @ 得 : 当 一 4CB 为 锐角 时 ,点 C, 刀 位 于 直线 48 的 
同 侧 ; 
当 ZACB 为 钝 角 时 ,点 C, D 位 于 直线 AB 的 两 侧 . 
又 由 式 @ 得 : 
当 ZACB 为 锐角 时 
LADB = 360 - (X ADC + Z CDB) = 2 人 4CB 
当 ZACB 为 钝 角 时 
Z ADB = LADC + LCDB = 360 - 2 人 4CB 
所 以 ,在 所 有 情形 中 均 有 
cos LADB = cos 2⁄ ACB 
因此 ,由 式 @@ 有 CD < R. 
(2) 由 前 面 的 证 明 易 得 : 
(i) CD 为 <4DB 的 角 平 分 线 ; 
Gü) 点 0,D 位 于 线段 48 的 同 侧 ; 
Gii) ADB = ZA0B. 
由 (ii),(iii) 可 知 , 当 点 CEAO 上 移动 时 (但 C 与 4,B AE 


合 ), 点 也 在 AA0B 的 外 接 圆 的 40B 上 移动 .因此 ,(i) 证 明 CD 过 | 


定点 , 即 人 408 的 外 接 圆 上 不 含 点 O 的 4B PAM. 
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(2 15 A ABC RE AB 和 AC 都 相 切 的 圆 w 交 边 BC 于 点 
K 和 工 .联结 AK ZM w 于 另 一 点 忆 . 点 P 和 0 分 别 是 点 K 关 


于 点 B fll C 的 对 称 点 .证 明 : 公 PMOQ 的 外 接 圆 与 圆 w 相 切 . 
(2006 年 俄罗斯 数学 奥林匹克 ) 


证 明 ” 设 圆 % 与 边 4B,AC 相 切 的 切 点 分 别 为 D,E, 因 为 DE 
和 BC 均 垂直 于 Z BAC 的 角 平 分 线 ,所 以 DE // BC. 在 以 4 为 中 


心 ,系数 为 4 的 位 似 变换 下 ,加 w 变 为 of. 贺 wr' 通过 K, 因 此 , 通 
过 工 ,并 且 分 别 与 射线 AB 和 AC 切 于 某 点 D ME. 

由 位 似 的 性 质 , MD // KD' . 接 下 来 ,由 图 短 定 理 , 有 

BD? = BK > BL = BD’? 

故 BD = 8D'. 又 因为 BK = BP, 所 以 DKD'P 是 平行 四 边 形 ， 
这 推出 PD // KD' .因此 ,M,D,P 三 点 共 线 .类 似 地 得 到 , M, E, Q 
三 点 共 线 .这 样 ,人 MDE M AMPE 关于 中 心肝 位 似 . 故 它们 的 外 8192 
接 圆 也 位 似 ,所 以 在 点 M 处 相 切 . 


D i A ABC 的 外 接 圆 为 ,人 4 = 9P, 人 LB < 人 C. 过 点 4 
作 圆 卫 的 切线 与 BC 交 于 点 有 ,点 已 是 点 4 关于 BC 的 对 称 点 ， 


点 4 在 BE 上 的 投影 为 X,Y 是 4X 的 中 点 ,BY 与 圆 厂 的 第 二 个 
交点 为 Z. 证 明 : BD 与 A ADZ 的 外 接 贺 相 切 . 
(2005 年 土耳其 国际 数学 奥林匹克 代表 队 选 拔 赛 试题 ) 


证 明 ”如 图 193, 作 直径 4N, 联 结 NE. 

下 面 证 明 ,N,M,2 三 点 共 线 , 只 须 证 明 ZANM = 人 ANZ, 即 
LANM = LABZ 

因为 AN 是 直径 ,于 是 ,AE | EN. 

易 知人 ANE = ZABE = 人 ABX, 则 


RtA ABX RtA ANE 


XAB -AX - 个 , 则 入 4BYw 人 ANM, 所 以 
ZANM = ŻABY = LABZ 
É& N,M,Z 三 点 共 线 .从 而 
NM > MZ = MA - ME = MO: MD 
于 是 ,N,0,Z,D 四 点 共 加 ,进而 
AMHDZ = LMNO = 人 ZN4 = LZAD 


因此 ,BD 是 A AZD 外 接 圆 的 切线 . 
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C 在 AABC 的 边 4B,BC,C4 上 分 别 取 点 P,@,R, 使 得 
AP = CQ, 且 四 边 形 RPBQ 是 圆 内 接 四 边 形 .过 点 4 和 C 分 别 


ME A ABC 的 外 接 圆 的 切线 , 交 直 线 RP 和 RQ FAX 和 了 .证 
BJ: RX = RY. 
(2006 年 俄罗斯 数学 奥林匹克 ) 


证 明 ”首先 注意 到 .由 于 
LARP < LARP + ZX QRC = /ABC 
点 下 位 于 射线 RP 上 . 故 
LACB = LXAB, ZAPX = LRPB = 人 ROC 
这 推出 A APX 2 A CQR 
由 此 ,PX = OR. 类 似 地 ,PR = QY. 
PX = PR + PX = QY + QR = RY 


Œ EH A ABC 的 内 切 圆 与 其 边 4C, BC, AB 分 别 切 于 点 村 ， 
N,R. 设 8 为 劣 弧 MN 上 的 一 点 ,1 为 过 点 $ 的 切线 , 且 与 NC, 


MC 分 别 交 于 点 P,Q. 求证 :线段 4P, BQ ,SR 与 MN 交 于 一 
点 . 


(2005 年 克罗地亚 数学 奥林匹克 ) 
证 明 ”如 图 195, 设 T, 是 直线 MN.,QB 的 交点 ,7 是 直线 


SR, QB 的 交点 . 
下 面 证 明 
T, = T, 
因为 CM = CN, 则 
ZT,MQ = LTINC = 18p - LTINB 
显然 LMTIQ = LBTIN 


对 公 MT1Q, 公 BTIN 应 用 正弦 定理 得 
QT, _ sin LT,MQ sin(18P - Z TINB) 
MQ = sin Z MT,Q 7 sin Z BT, N g 
sin ZTINB _ T,B 
sin ZBT,N ` BN 


从 而 QT: _ MQ 


BT, ` BN 
类 似 地 ,有 
ZT,SQ = Z T,RA = 18; - Z T,RB 
LST: = CRT2B 
对 ASTO, ARTB 应 用 正弦 定理 得 
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QT; sin Z T,SQ sin(180 — Z T;RB) 
SQ ` sin ZST,Q 7 sin LRT,B z 
sin < TRB TB 
sin ZRT;B ` BR 
QT, _ so 
从 而 BT, ` BR 
又 因为 MQ = SQ,BN = BR, 所 以 
QT _ QT, 
BT, ` BT, 


由 于 T,, T, EJ fE BQ 上 , 故 Ti = T. 
HAR AP 代替 QB , 同 理 可 知 ,类 似 的 结论 成 立 . 
因此 ,直线 AP, BQ ,SR 与 MN XFA T. 


(59 如 图 19%6, 圆 w j A ABC 的 外 接 圆 相 切 于 点 4, 与 边 AB 
交 于 点 人 K, 且 和 边 BC 相交 ,过 点 C 作 图 wo 的 切线 , 切 点 为 了 , 联 


结 KL, Xh BC 于 点 了. 证明: 线段 BT 的 长 等 于 点 8 到 贺 w 的 
切线 长 . 
(2006 年 俄罗斯 数学 奥林匹克 ) 


证 朋 设 凡是 圆 w 与 边 4C 的 第 二 个 交点 .下 证 四 边 形 ATLC 
是 圆 内 接 的 .事实 上 ,注意 到 ,以 点 4 为 中 心 的 一 个 位 似 变 换 将 贺 
w ÆJ A ABC 的 外 接 圆 ,直线 MK 变 为 直线 CB ,因此 ,它们 平行 . 
这 样 ,我 们 得 到 

ZAMK = LACB = ZACT 
由 四 边 形 AMLK 是 圆 内 接 的 ,得 

LAMK = LALK = LALT 
W Z ACT = 人 4LT, 基 四 边 形 47ZC 是 圆 内 接 的 . 故 

Z CTA = ZX CIA = Z TKA 
这 推出 人 BT4 = 人 BKT. 故 ABTA co A BKT. hit BT? = BK- 
Bh. 另 一 方面 ,乘积 BK - BA 等 于 从 点 有 到 圆 w 的 切线 的 长 的 平 
39: 


CD A ABC 为 锐角 三 角形 ,D,E 分 别 为 点 4,B 到 边 BC, CA 
的 垂 足 .以 BC 为 直径 向 外 作 半 圆 与 直线 AD 相交 于 点 已, 以 


AC 为 直径 向 外 作 半 图 与 直线 BE 相交 于 点 Q. 证 明 : CP = 
co. 


(2005 年 英国 数学 奥林匹克 ) 


图 196 
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解法 1 注意 到 入 CEO 55 A QEA 所 有 对 应 角 相 等 ,因此 ,两 


三 角形 相似 . 由 此 得 | 
CE _ EQ | 
EQ = EA 

E CE > EA = EQ? 


既然 CE + EA = C4, 则 有 
CE - CA - CE? = EQ? 


由 勾 股 定理 知 
CE? + EQ? = CQ? 
故 CO*= CE - CA 
根据 构造 的 对 称 性 .类 似 可 得 


CP? = CD. CB 


因为 由 垂直 建立 的 人 A4CD 和 ABCE MM WAEA = B, | 


CE + CA = CD > CB 
从 而 , CP? = CQ?. 所 以 ,CP = CQ. 


解法 2 令 和 ACB =a, 人 BCP = B,ZACQ = 7, 如 图 197 所 | 
示 ， 考 虚 RtABEC,RtA ADC,RuA PDC,RtA QEC,RtA BPC, 
RtA AQC. | 
可 以 得 到 
EC = BC cos a 
DC = AC cos a 
PC = DC +: sec B = AC -: cos a ° sec 8 
QC = EC - sec y = BC : cos a ° sec y 
BC = PC + sec B = AC » cos a * se28 
AC = QC : sec Y = BC cos a * se2y 
将 最 后 两 式 相 乘 得 
BCz(sec y)?2cos a = AC2(sec B)°cos a 
由 于 A ABC 为 锐角 三 角形 , 则 cos a 不 为 零 , 故 
BC’(sec y)? = AC’(sec 8)? | 
因为 8 和 7 为 锐角 ,sec 8 和 sec y 为 正 , 上 式 两 边 取 正 平方 根 


得 
BC + sec y = AC +° sec B | 
故 CP = AC + sec f ` cosa = BC : sec y * cos a = CQ 


解法 3 用 向 量 法 . 
取 C 为 原点 . 令 a,b,p,9g 分 别 为 4, B, P, 的 位 置 向 量 ,村 ， 
NAMA BC 和 4C 的 中 点 ,m,n AAA M, N 的 位 置 向 量 , 则 
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nob gnt 
7 
因为 4P L BC, 所 以 ,(p - a) .5 = 0, 即 
p*b=a:b 0 
又 因为 点 P 在 以 CM 为 半径 的 圆 上 ,于 是 
b|_ |b 
-外 = [2l 
3 b b 
# (2-3) (2-3 a- 2 2> 
ip P-2p: $ HL < LÈ 
由 此 可 得 
IpË=b:p @ 
联 立 方程 中,@, 有 
Ipl ?=a:b 
同 理 lgl? =a-b 


所 以 , ip? =1412, 即 1P1=141. 


解法 4 令 妃 为 BE 和 4D 的 交点 .事实 上 ,HH 为 人 4BC fJ 
心 ， 

设 P' 为 点 已 关于 直线 CB 的 对 称 点 , 类 似 定义 0'. 因为 
BHC = ZB + Z C 3; ft , WJ H 249 T DL CB 为 直径 的 加 内 ,所 
以 ,P' 在 H 和 4 之 间 . 又 

D? - DH? = (PD + DH)( PD - DH) = PH + HP’ 


由 相交 弦 定 理 得 

PH > HP' = BH: HE = AH: HD 
类 似 可 得 OH. HQ' = PH - HP' 
所 以 PD? - DH? = QE? - ER? 


在 图 的 平面 外 点 有 的 正 上 方 取 一 点 X, 使 得 
H? = PD? - DR? = QE? - ER? 
则 将 ABPC HI A AQC 分 别 沿 BC, AC WARK, P AQ 将 交 
于 为 .因此 CQ = CP. 


D 设 刁 , 亚 分 别 是 凸 四 边 形 4BCD 的 边 4D 和 BC 上 的 点 , 满 


AE _ BF 
Pi: FC ,射线 FE 分 别 与 射线 BA 和 CD 交 于 点 9 和 7. 证 


明 : 公 S4E, 公 SBF, 公 TCF 和 公 TDE 的 外 接 贺 有 一 个 公共 点 . 
(2006 年 美国 数学 奥林匹克 )》 


证 明 i ATCF A A TDE 的 外 接 圆 交 于 另 一 点 P( 异 于 点 
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7) ,下 面 证 明 : P.A, E,S 共 圆 ;P,B,F,S E. 
注意 到 ,P,E,D,7T 共 圆 , 故 
LPDE = LPTE, Z PED = 180 - Z PTD 
P,F,C,T 30,4 
Z PCF = Z PTF,ZPFC = 180 - 人 PTC 
所 以 ,PDE = 人 PCF, 人 PED = 人 PFC, 从 而 ,全 PDE > 


PE _ ED AE _ ED sa PE _ AE 
A na 结合 pa = 
PCF. FÆ, bE = pE ARESE = FC ,可 知 FF = BF 


在 A4PE 和 人 BPF 中 
LAEP = 180 - LPED = 180 - 人 PFC = 人 BFP 
PE _ AE 


而 前 面 已 推出 pF = BFF' 所 以 ,全 4PE co A BPF. 3T , Z BPF = 
ZAPE, DE = PA MAS BPA = Z PPE ,结合 后 一 等 式 可 知 


A PBA 人 PFE, 从 而 ,PBA = 人 PFE, 即 和 PBS = 人 PFS, 所 
以 ,P,B,F,S $A. 
进一步 ,由 A PBA o A PFE 知 ,PAB = 人 PEF, 故 
Z PAS = 18p - LPAB = 18? - LPEF = LPES 
从 而 ,P,4,EE,S A. 
命题 获 证 ， 


CED 设 凸 四 边 形 的 外 接 圆 和 内 切 贺 的 圆心 分 别 为 0, 1, 对 角 


线 AC, BD 相交 于 点 P. 证 明 :0,1,P ZARR. 
(2005 年 捷克 - 波兰 - 斯 洛 伐 克 数学 奥林匹克 ) 


证 明 ”如 图 199,41, BI, CI, DI 与 圆 0 492 FA E, F, G, 
H. h T Al, BI, CI, DI 分 别 是 四 边 形 4BCD 四 个 内 角 的 角 平分 线 ， 
则 EG 和 FH 是 圆 0 的 直径 , 即 EG, FH 交 于 点 0. 

t EB MCH 交 于 点 X, 对 广义 六 边 形 ACHDBE ,应 用 帕斯卡 定 
理 , 知 P,X,1 ZARR. 

对 广义 六 边 形 GCHFBE 也 用 帕斯卡 定理 , 知 0,X,1 三 点 共 
R. 

所 以 ,0,1,P 三 点 共 线 . 


(加 在 人 4BC 中 ,人 人 BAC = 120.i% ZA, Z B, Z C 的 平分 线 


分 别 交 其 对 边 于 点 D,E, F. WER: U EF 为 直径 的 圆 过 点 D. 
(2005 年 英国 数学 奥林匹克 ) 


解法 1 在 公 4BC 中 ,由 正弦 定理 得 
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AC _ BC AC sin B 
sin B 7 sin 120° BC = sin 6° 
由 角 平 分 线 定理 知 


AF AC _ sinB 
B ` CB ` sinó? 
在 公 4BD 中 ,由 正弦 定理 得 
AD __BD 
sin B 7 sin 6° 
则 AD _ sinB _ AF 
BD = sin 6° = FB 
由 角 平 分 线 定理 , 知 FD 平分 Z ADB. 
类 似 地 , ED 平分 Z ADC. IB k, 


= < CDA + LADB 
ZEDF = 2 


所 以 ,以 EF 为 直径 的 圆 过 点 D. 


解法 2 考虑 公 4BD. 易 知 点 在 人 ABD 的 内 角 平 分 线 及 
< BAD 的 外 角 平 分 线 上 .因此 ,E 是 公 4BD 的 旁 切 圆 圆心 . 从 而 ， 
A E fE Z BDA 的 外 角 平分 线 上 , 即 ED 平分 人 4DC. 

类 似 地 ,有 FD 平分 人 4DB. 因 此 ,EDF 是 直角 .所 在 ,点 也 
在 以 EF 为 直径 的 圆 上 . 


© 设 ho,41,…,As 是 圆周 P 上 顺序 排列 的 六 个 点 ,对 于 
k =0,1,2, 过 点 Ay 作 平行 于 直线 424,242444 的 直线 , 交 图 p 
于 4'24, 直 线 A gAn H AnA 交 于 点 A'2443. 如果 直 线 


Azsh2443(k = 0,1,2) 三 线 共 点 ,证 明 : 直 线 AnA alk = 0, 
1,2) 也 三 线 共 点 . 
注 : 对 mn > 6,A, = A; IP i = n(mod 6),0 < i < 5. 
(2005 年 巴尔 干 地 区 数学 奥林匹克 ) 


证 明 ”证 明 依赖 于 下 述 引 理 给 出 的 具有 斯 坦 纳 型 关系 的 结 
$. 
31S: An 200, HA r E: A ABC 的 外 接 圆 , M 是 不 包含 点 4 
的 BC 上 的 一 点 ,过 点 A fE BC 的 平行 线 交加 了 于 点 4 ,线段 AM, 
A'M 分 别 交 BC FAN, N , 则 
NB _ NB/ ACY’ 
NC 7 NC\AB 
引 理 的 证 明 : 由 于 线段 M 平行 于 线段 BC, 则 MN , MN' 在 
全 MBC 中 分 出 两 个 等 角 ( 即 Z BHN = 人 CMN' 一 一 译注 ), 利 用 
斯 坦 纳 定 理 , 可 得 
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NB .NB _ (2E)? = (5142M)? _ (12: Ae): | 

NC ` N'C 7 \MC sin Z CAM NC ` AB 

下 面 证 明 原 题 . | 

如 图 201, 设 42Mhztsa N Az.2A2.4 = Nat Ck = 0,1,2). #E 
全 4o4244 中 利用 引 理 和 塞 瓦 定理 ,相应 的 线段 为 AnNulk = 0, 


1,2) ,可 得 
A'A _ H NorAzi12 hudaes) ] | 图 201 
kaoni 人 2ks342444 paoia NaAarsa \ AnA) d > 
结论 成 立 ， 


ev A 39k ASW 


£ 本 书 的 最 后 ,我 们 把 把 本 书 的 策划 思想 向 各 位 读者 交待 一 下 。 

首先 作为 大 学 出 版 社 的 数学 工作 室 , 我 们 一 直 致力 于 数学 奥林匹克 
与 数学 文化 的 普及 与 推广 。 我 们 也 有 自己 的 梦想 , 那 就 是 成 为 这 一 领域 
的 阿 西 莫 夫 (他 的 两 个 突出 特点 一 是 终生 孤军 奋战 ,二 是 在 有 生 之 年 出 节 
搬 百 部 ), 所 以 这 本 书 是 宏伟 构图 中 的 一 块 砖 。 

数学 与 林 匹克 是 一 项 智力 角逐 , 惹 者 会 获得 巨大 荣 洒 ,如 最 近 的 菲 尔 
LELET SELLE DE $ fo # ES ET LAEE A W K h $ GLEE] 
者 。 其 他 行业 中 的 饺 佼 者 中 也 不 乏 其 人 ,如 风险 投资 家 CCTV 2006 经 济 人 
物 沈 南 鹏 ,等 等 。 但 这 项 活动 在 中 国有 其 独特 的 走向 。 

钱 钟 书 先生 说 "都 市 之 显 学 必 为 俗 学 ,数学 与 林 匹 克 近 十 年 在 中 国 
“ 泛 洲 成 灾 ", 成 为 中 学 课程 中 的 “帝国 主义 ", 大肆 “侵占 "其 他 学 科 的 领地 
和 学 生 学 习 其 他 学 科 的 时 间 , 将 他 们 降 为 附属 ,这 是 极 不 正常 的 ,我 们 必 
须 有 所 反思 。 

我 们 绝 不 能 将 获奖 者 等 同 于 数学 家 ,这 之 间 还 有 巨大 差距 。 

黄炎培 先生 的 和 孙女、 中 国 著名 水 利 学 家 、 清 华 大 学 教授 黄 万 里 先生 的 
长 女 \ 杨 乐 先生 的 夫人 黄 且 圆 女士 在 一 篇 纪念 陈省身 先生 的 文章 "白云 深 
处 可 大田 "( 见 《纪念 陈省身 先生 文集 》, 浙 江 大 学 出 版 社 ,2005) 中 说 ; 陈 省 
身 于 1995 年 的 一 次 报告 中 提 及 中 学 生 数 学 奥林匹克 的 问题 。 他 说 ,我 是 
支持 数学 竞赛 的 ,对 数学 竞赛 的 获奖 者 也 一 再 给 以 鼓励 ,希望 他 们 成 功 。 
但 是 数学 竞赛 的 题目 都 不 是 好 的 题目 ,因为 在 两 三 个 钟头 里 由 青少年 学 
生 能 做 出 来 的 技巧 性 题目 ,不 可 能 有 很 深 的 含义 ,这 样 说 ,并 不 是 说 与 林 
匹克 竞赛 题目 都 出 得 不 好 ,其 含义 是 ,数学 丙 林 匹克 竞赛 获奖 只 是 一 个 能 
力 的 表现 , 离 研究 一 个 “好 的 数学 "问题 还 差 得 很 远 ,更 不 可 以 把 数学 与 林 
匹克 竞赛 获奖 者 等 同 于 数学 家 。 
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但 从 存在 即 是 合理 的 角度 来 看 ,数学 与 林 匹克 在 中 国 的 兴起 有 其 内 在 的 合理 性 。 
先是 教育 内 容 作为 一 个 产品 供应 的 单一 化 ,由 于 教育 体制 的 大 一 统 格局 使 数学 教育 " 千 
篇 一 律 "“ 亿 人 同 书 ", 有 悖 于 这 个 个 性 化 的 时 代 。 用 单 境 教 授 的 比喻 来 说 课堂 数学 是 
日 常生 活 中 的 大 众 最 装 ,而 竞赛 数学 则 是 型 台 上 的 时 装 , 经 济 学 上 说 有 需求 就 有 供 
给 ,竞赛 数学 于 是 应 运 而 生 。 

第 二 个 需要 说 明 的 是 为 什么 要 选择 平面 几何 ,这 其 亲 有 两 点 考虑 ,技术 性 的 考虑 是 
我 们 已 经 有 了 一 点 平面 几何 方面 的 积累 。 如 沈 文选 老师 , 叶 中 素 先 生 , 田 蒜 彦 先生 的 著 
作 以 及 即将 出 版 的 肖 振 纲 老师 的 大 作 。 此 外 ,更 林 匹 克 数 学 特别 是 几何 问题 具有 优良 
的 传递 信息 功能 。 按 获得 诺 贝尔 经 济 学 奖 的 斯 宾 赛 (A. Mich Ael Spence) 和 阿 克 洛 夫 
(George A.Akerof) 的 理论 ,一 个 高 学 历 者 所 学 知识 是 否 有 用 并 不 重要 ,重要 的 是 他 有 能 
力 低 成 本 (不 费力 ) 地 掌握 这 种 知识 ,其 学 位 证 书 的 作用 是 传送 这 种 “有 用 "信息 。 会 证 
平面 几何 问题 也 具有 这 样 的 功能 , 它 传递 了 一 种 具有 理科 学 习 能 力 与 倾向 的 学 生 的 一 
种 独特 信息 ,这 也 就 是 在 IMO 试题 中 国定 的 必 有 一 道 平 面 几 何 问题 的 原因 之 一 。 

对 于 热衷 于 平面 几何 图 书 的 出 版 ,我 们 的 另 一 个 原 困 是 因为 从 传统 上 讲 如 丘成桐 
先生 所 说 :中 国人 缺乏 希腊 人 对 大 自然 界 强烈 的 好 琳 心 , 欧 几 里 得 (几何 原本 》 的 伟大 精 
神 从 来 没有 在 中 国生 根 《 几 何 原本 》 用 简单 的 公理 推导 复杂 的 几何 现象 ,对 二 千年 来 科 
学 的 发 展 有 极 大 的 影响 ,牛顿 《原理 ?的 写法 就 深 受 ( 几 何 原本 》 的 影响 ,希腊 人 很 旱 就 用 
数学 方法 来 探索 大 自然 的 奥妙 ,例如 已 经 量度 地 球 的 直径 等 。 中 国人 以 为 数学 的 重要 
性 只 是 解决 日 常生 活 的 问题 ,又 特别 重视 传统 , 父 传 子 , 师 传 徒 , 不 敢 离 经 频道 。 刘 徽 虽 
然 本 身 有 大 成 就 , 却 只 敢 说 是 注释 九 章 而 不 敢 著 忆 立 说 ,道统 的 继承 重 于 f., 新 革命 , 求 
真 的 精神 被 覆盖 

当 论 及 现代 中 国 数学 现状 时 ,丘成桐 说 :“ 我 认识 不 少 当代 数学 伟人 , 当 他 们 面 对 一 
个 很 有 意义 的 数学 问题 时 ,认为 人 生 的 精 意 无 过 于 此 ,一 切 荣华 富贵 都 比 不 上 解决 这 个 
问题 来 得 重要 ,大 家 争先 揭发 自然 奥秘 的 面纱 。 成 就 大 事业 ,需要 无 比 的 教 力 ,经 得 起 
不 断 的 失败 ,在 解决 大 问题 以 前 ,有 如 天 风 海 雨 迪 人 ,兴奋 得 不 得 了 ,就 是 这 种 动力 使 无 
数 的 数学 家 继往开来 。 届 原 说 :“ 路 漫漫 今 修 远 , 若 将 上 下 而 求索 。 王国 维 说 李 后 主 词 
有 赤子 之 心 ,一 个 伟大 的 数学 家 在 解决 重要 问题 时 也 是 这 样 。 庄 子 说 :“ 天 地 与 我 并 生 ， 
万 物 与 我 为 一 。' 其 实 就 是 数学 家 面 对 大 问题 的 的 态度 。 现 在 中 国 数学 家 缺乏 这 种 亦 子 
之 心 ,而 宁愿 全 面 学 习 西 方 数学 界 剩 下 的 题目 ,盲目 和 自 大 成 了 今日 中 国 数学 界 的 通 
B." 

至 于 我 们 没有 将 世界 各 国 所 流行 的 平面 儿 何 著作 中 的 习题 都 加 以 收录 ,是 出 于 如 
此 考虑 ,俗话 说 : 

浴 不 必 江 海 ,要 之 去 堆 ; 马 不 必 欢 骇 ,要 之 善 走 。 

仿 此 , 书 不 必 大 全 ,要 之 有 用 ; 题 不 必 如 海 ,要 之 全 新 。 

解释 了 具体 书 名 的 含义 后 ,我 们 想 谈 一 点 对 几何 学 教育 价值 的 一 般 思 考 , 英 国 科学 
家 兰 斯 洛 特 * 填 格 本 指出 : 

“从 历史 上 看 , 希 腾 城 邦 的 有 闲 险 级 把 几何 学 作为 消 遗 的 玩物 ,就 像 今天 的 人 们 把 
纵横 奸 字 游戏 和 下 械 作 为 消 遗 的 玩物 一 样 。 柏 拉 图 告诉 我 们 , 儿 何 学 是 人 类 可 用 以 消 
起 的 最 高 级 的 运动 方式 。 所 以 几何 学 是 作为 人 文科 学 学 识 的 一 部 分 而 被 包括 进 爽 洲 教 
育 中 的 , 它 和 现代 的 德 雷 克 (1540 一 1596, 英 国航 海 家 ) 的 “被 包 图 的 世界 "进行 测量 这 一 
实践 没有 任何 清晰 的 联系 。 那 些 讲授 欧 几 里 得 几何 学 的 人 不 了 解 其 社会 用 途 ,好 几 代 
学 习 几 何 学 的 学 生 都 不 曾 被 告知 ,更 后 来 的 几何 学 一 一 它 是 从 亚历山大 市 繁忙 的 生活 
中 发 展 出 来 的 一 一 是 怎样 使 测量 世界 的 大 小 成 为 可 能 的 。 这 些 测 量 粉碎 了 供奉 星宿 神 
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像 的 、 异 教徒 的 万 神 正 ,并 为 伟大 的 航海 事业 清晰 地 指出 了 航线 。” 

在 那 篇 着 名 的 《数学 一 一 文明 的 镜子 》 一 文中 , 霍 格 本 怀 着 一 名 社会 改革 者 的 热情 ， 
从 事 挽救 数学 使 之 不 致 成 为 僧侣 之 方术 的 工作 。 

今天 我 们 同样 有 必要 做 出 努力 使 几何 学 不 致 沦 为 应 试 教育 宙 械 化 选拔 人 才 的 省 等 
工具 。 

德国 着 名 哲学 家 雅 斯 贝尔 斯 (Ka Jaspers,1883 一 1969) 在 其 《什么 是 教育 )(《Was ist 
Emiehung?)) 一 书 中 指出 : 

“教育 是 极其 严肃 的 伟大 事业 ,通过 培养 不 断 地 将 新 的 一 代 带 入 人 类 优秀 文化 精神 
之 中 ,让 他 们 在 完整 的 精神 中 生活 工作 和 交往 …… 对 终极 价值 和 绝对 真理 的 虞 敬 是 一 
切 教育 的 本 质 ,缺少 对 “绝对 "的 热情 ,人 就 不 能 生存 ,或 者 说 人 就 活 得 不 像 一 个 人 ,一 切 
就 变 得 没有 意义 。” 

反观 教育 中 精神 价值 失落 的 残酷 现实 ,他 认为 “创建 学 校 的 目的 ,是 将 历史 上 人 类 
的 精神 内 涵 转 化 为 当下 生机 勃 勃 的 精神 ,并 通过 这 一 精神 引导 所 有 学 生 掌握 知识 和 技 
术 …… 什 么 地 方 计 划 和 知识 独行 武断 ,对 精神 价值 大 张 扑 伐 ,那么 这 些 计划 和 知识 就 必 
然 变 成 自身 目的 ,教育 就 将 变 成 训练 机 器 人 ,而 人 也 变 成 单 功能 的 计算 之 人 ,在 仅仅 维 
持 生命 力 的 状况 中 人 可 能 会 萎缩 而 无 法 看 见 超 越 之 境 。” 

雅 斯 贝斯 还 说 :“ 所 谓 教育 ,不 过 是 人 对 人 的 主体 间 灵 内 交流 活动 (尤其 是 老 一 代 对 
年 轻 一 代 ), 包 括 知识 内 容 的 传授 ,生命 内 涵 的 领悟 ,意志 行为 的 规范 ,并 通过 文化 传递 
功能 ,将 人 文 遗 产 教 给 年 轻 一 代 , 使 他 们 自由 地 生成 ,并 启迪 其 自由 天 性 。 因 此 教育 的 
原则 ,是 通过 现存 世界 的 全 部 文化 导向 人 的 灵魂 觉醒 之 本 源 和 根基 ,而 不 是 导向 由 原初 
派生 出 来 的 东西 和 平庸 的 知识 。 真 正 的 教育 绝 不 容许 死记 硬 背 ,也 从 不 奢望 每 个 人 都 
成 为 有 真知 灼 见 、 深 谋 远 虑 的 思想 家 …'… 教 育 活动 关注 的 是 ,人 的 潜力 是 如 何 最 大 限度 
地 调动 起 来 并 加 以 实现 ,以 及 人 的 内 部 灵性 与 可 能 性 充分 生成 。 换 言 之 ,教育 是 人 的 灵 
澳 的 教育 ,而 非 理智 知识 和 认识 的 堆 集 。 通 过 教育 使 具有 天 资 的 人 ,自己 选择 决定 成 为 
什么 样 的 人 以 及 自己 把 握 安 身 立 命 之 根 。 谁 要 是 把 自己 单纯 地 局 限于 学 习 和 认 知 上 ， 
即便 他 的 学 习 能 力 非常 强 , 那 他 的 灵魂 也 是 匮乏 而 不 健全 的 …… 在 学 习 中 ,只 有 被 灵魂 
所 接受 的 东西 才 会 成 为 精神 瑰宝 ,而 其 他 含混 婚 暗 的 东西 则 根本 不 能 进入 灵魂 中 而 被 
理解 。” 

几何 学 正 是 符合 这 些 条 件 的 最 佳 教育 素材 。 正 如 徐光启 对 网 几 里 得 《几何 原本 》 的 
玩赏 一 样 ,他 认为 此 书 有 "四 不 必 ”, 即 不必 疑 ,不 必 揣 ,不 必 试 ,不 必 改 "; 有 四 不 可 得 ， 
抒 “ 欲 脱 之 不 可 得 , 欲 驶 之 不 可 得 , 窝 减 之 不 可 得 , 欲 前 后 更 置 之 不 可 得 "; 有 * 
能 ”, 即 “ 似 至 降 实 至 明 , 似 至 繁 实 至 简 , 似 至 难 实 至 易 "。 

晚 清 以 降 ,平面 几何 的 教育 价值 逐渐 为 国人 所 识 , 近 年 数学 教育 大 讲 实用 , 遂 有 所 
式微 ,本 书 的 出 版 如 能 对 平面 几何 的 振兴 有 点 滴 作 用 , 幸 莫大 丰 . 

最 后 向 这 些 试题 的 提出 者 、 解 答 者 .翻译 者 表示 衷心 感谢。 


刘 培 杰 
2007.3 
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